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Resumo
A teoria de Rastall é uma modicação da teoria da relatividade geral que conduz a uma ex-
pressão diferente da usual para a lei de conservação no setor da matéria. Recentemente tem-se
discutido que tal teoria pode ter aplicações ao problema da energia escura, já que um uido
sem pressão pode conduzir à aceleração do universo. Nesse trabalho confrontamos a teoria de
Rastall com os dados do espectro de potência. Os resultados indicam uma conguração que
reduz essencialmente a teoria de Rastall à relatividade geral, a menos que a lei de conservação
não-usual se rera a um campo escalar, situação onde outras congurações seriam eventual-
mente possíveis. Uma unicação de energia escura e matéria escura, é obtida se um campo
escalar de interação não-canônica, inspirado pela teoria de Rastall da gravidade, for imposto.
Neste caso, é possível uma concordância com os testes de fundo e com o espectro de potência.
Investigamos a evolução do potencial gravitacional na teoria de Rastall com campo escalar.
Para um modelo de uma única componente, a teoria de perturbação, no calibre newtoniano, é
consistente somente para γ = 1, que é o limite da relatividade geral. Por outro lado, é possível
ter um modelo consistente com γ 6= 1 quando uma outra componente, sob a forma de um
uido perfeito, é introduzida. Introduzimos nesta teoria um modelo de dois uidos, uma das
componentes representando a energia do vácuo e a outra a matéria sem pressão (por exemplo,
bárions mais a matéria escura fria). O cenário cosmológico é o mesmo que para o modelo de
ΛCDM, no fundo e a nível perturbativo linear, a exceção de um aspecto: agora a energia escura
pode aglomerar-se. Especulamos que isto pode conduzir à possibilidade de distinguir o modelo
de Rastall do ΛCDM a nível perturbativo não-linear.
Abstract
The theory of Rastall is a modication of the general relativity theory that leads to a dierent
expression, with respect to the usual one for the conservation law. Recently it has been argued
that such theory can have applications to the problem of dark energy, since a uid without
pressure can lead the acceleration of the universe. In this work we confront the theory of
Rastall with the data of the power spectrum. The results indicate a conguration that reduces
essentially the theory of Rastall to general relativity, unless the not-usual conservation law
refers to a self-interacting scalar eld , situation where other congurations would be possibly
possible. A unication of dark energy and dark matter is obtained through such non-canonical
scalar eld. In this in case, it is possible an agreement with the observational tests. We analyze
the evolution of the gravitational potential in the theory of Rastall with a scalar eld. For an
one component model, the perturbation theory in the Newtonian gauge is consistent only for
γ = 1, that is, the limit of general relativity. On the other hand, it is possible to have a model
consistent with γ 6= 1 when another component, in the form of a uid, is added. We introduce
in this theory a model of two uids, one of the components representing the vacuum energy and
another matter without pressure (for example, baryons). The cosmological scenario is the same
as the ΛCDM, in the background and at the linear perturbation level, excepted for an aspect:
now the dark energy can agglomerate. We speculate that this can lead to the possibility to
distinguish the Rastall's model from ΛCDM model at the nonlinear perturbative level.
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Esta tese é dedicada à modelização cosmológica da teoria de Rastall [1] que é um modelo de
gravidade modicada para o qual o tensor energia-momento não é conservado. A tese está
organizada da seguinte forma:
Capítulo 2
Descreveremos o quadro teórico no qual inscreve-se esta tese. Apresentaremos as noções básicas
da relatividade geral. Iremos fazer uma breve revisão do modelo cosmológico padrão, falaremos
sobre a matéria escura e da energia escura, incluindo ao nal as evidências da suas existências.
Capítulo 3
Apresentaremos os princípios da teoria das perturbações lineares cosmológicas. Começaremos
com a discussão não relativística e concluiremos com a discussão relativística geral, onde es-
tudaremos diversos casos nos calibres newtoniano e síncrono, a partir das fórmulas da métrica
(2.57), do tensor de energia-momento (2.59), e das equações de Einstein (2.67).
Capítulo 4
Neste capítulo revisaremos os mais importantes fenômenos cosmológicos que permitem testar as
previsões teóricas. Discutiremos a correlação das estruturas em grande escala e as supernovas
do tipo Ia, a radiação cósmica de fundo e as oscilações acústicas dos bárions.
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Capítulo 5
Apresentaremos a teoria de Rastall, derivando algumas relações cosmológicas. Um modelo
com dois uidos será desenvolvido. O espectro de potência da matéria será determinado na
representação hidrodinâmica e para o caso onde um dos uidos está representado por um campo
escalar de interação.
Capítulo 6
Nesse capítulo iremos analisar e reproduzir o modelo de gás Chaplygin utilizando a teoria de
Rastall com um campo escalar. Discutiremos a velocidade do som nesta teoria.
Capítulo 7
Introduziremos o campo escalar não-canônico de Rastall. Investigaremos a evolução do poten-
cial gravitacional. Mostraremos que no caso em que o conteúdo energético for descrito apenas
por um campo escalar não-canônico, o modelo só é consistente quando γ = 1.
Capítulo 8
Introduziremos um modelo com dois uidos, em que uma dos componentes representa a energia
do vácuo e a outra a matéria sem pressão. Mostraremos que o cenário cosmológico é o mesmo
para o modelo de ΛCDM, no fundo e a nível perturbativo linear, à exceção de um aspecto: agora
a energia escura pode aglomerar-se. Especularemos que isto pode conduzir a uma possibilidade
de distinguir os modelos a nível perturbativo não-linear.
Capítulo 9
Apresentaremos nossas conclusões.
Esta tese resultou nos seguintes trabalhos cientícos:
• C.E. Batista , Júlio C.Fabris , M. Hamani Daouda. Testing the Rastall's theory using
matter power spectrum. Il Nuovo cimento della Società italiana di sica. B , v. 125, p.
968968, 2010.
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• Júlio C. Fabris , Thaisa C. Guio , M. Hamani Daouda , Oliver F. Piattella. models
for the generalized Chaplygin gas and the structure formation constraints. Gravitation
Cosmology, v. 17, p. 259271, 2011.
• Júlio C. Fabris , M. Hamani Daouda , Oliver F. Piattella. Note on the Evolution of the
Gravitational Potential in Rastall Scalar Field Theories. Physics Letters B.2012
• C. E. Batista, M. Hamani Daouda , Júlio C. Fabris , Oliver F. Piattella Davi C. Rodrigues.
Rastall Cosmology and the CDM Model 2011. Physical Review. D, Particles, Fields,
Gravitation, and Cosmology. v.85, p.084008, 2012.
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Capítulo 2
Relatividade geral, cosmologia padrão e
modelos de energia escura
Neste capítulo, começamos apresentando as noções básicas da relatividade geral. Em seguida,
iremos fazer uma breve revisão do modelo cosmológico padrão e falaremos sobre a matéria
escura e energia escura, incluindo ao nal as evidências da existência das mesmas.
2.1 Relatividade geral
Princípio da relatividade geral:
Na teoria newtoniana e na relatividade restrita, as leis da física são escritas em referenciais
ditos inerciais
1
e em de referenciais en rotação. Por outro lado na teoria da relatividade geral,
formulada num espaço-tempo 4-dimensional, que não é xado a priori, as equações devem
guardar suas formas por transformação gerais de sistemas de coordenadas. Chamamos a isto
de princípio da covariância geral.
Como é natural, deveremos exigir que a formulação de uma teoria gravitacional seja tal
que,localmente, obtenhamos a relatividade restrita, e no caso de campos muito fracos e velo-
cidades pequenas, muito menores que a da luz, os resultados coincidam com os da gravitação
newtoniana.
1




Consideremos agora como as quantidades fundamentais se comportam sob uma transformação
geral de coordenadas.
Vetores
Considere-se a seguinte transformação de coordenadas:
xµ → x¯ν(xµ), (2.1)
onde x¯ν são funções diferenciáveis e não degeneradas de xµ, e o índice µ varia de 0, 1, 2, 3.
A matriz de transformação é dada por
∂x¯ν
∂xµ
sendo o determinante | ∂x¯ν
∂xµ
| 6= 0, (o jacobiano da

















 1 α = ν0 α 6= ν , (2.3)













Uma base de vetores de um espaço é uma coleção de vetores tal que cada vetor pode ser escrito
de uma forma única como combinação linear dos vetores de base. Um escalar, ou tensor de
ordem zero, é denido como uma quantidade que não muda por transformação de coordenada:
φ¯ = φ. (2.6)
Um vetor contravariante, ou tensor contravariante de primeira ordem, é denido como uma











Consequentemente, a derivada de um escalar é um vetor covariante.
2.1.2 Tensores















Um tensor é do tipo (α, σ) se tem α índices contravariantes e σ índices covariantes. O escalar
é um tensor do tipo (0, 0), um vetor contravariante é um tensor do tipo (1, 0), e um vetor
covariante é um tensor do tipo (0, 1). Uma combinação linear de dois tensores do tipo (α, σ) é
um tensor do tipo (α, σ). O produto tensorial de dois tensores dos tipos (α1, α2) e (σ1, σ2) é um















onde pi é uma permutação de índices, sign(pi) é o sinal da permutação e n é o número de índices
simetrizados ou anti-simetrizados. A contração de um tensor do tipo (α, σ) gera um tensor do































T βγ...βζ... . (2.12)
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2.1.3 Conexão am e derivada covariante
Diferenciação covariante dos tensores
A derivada covariante de um vetor Aµ é denida como
Aµ;α = Aµ,α − Γ σµαAσ , (2.13)
onde Γ σµα é conexão am. Exigindo que Aµ;α seja um tensor, podemos mostrar que, numa
















o que mostra que Γ νµα não é um tensor. No caso de um campo escalar,
φ;µ = φ,µ , (2.15)
onde , µ = ∂
∂xµ
. Supondo que a derivada covariante do produto de dois tensores obedeça à regra
de Leibniz, como a derivada ordinária, isto é







α − Γ ασ µAαBσ + AαBα;µ. (2.17)







A regra de Leibniz (2.16), igualmente implica que a derivada covariante de um tensor é igual à
soma da derivada ordinária correspondente desses tensores e os termos com as conexões ans
para cada índice:














O comutador de derivadas covariantes de um vetor é um tensor dado pela seguinte expressão,
[∇ν ,∇α]Bµ = RµβναBβ (2.20)
onde, consequentemente, temos Rµβνα da seguinte forma:
Rµβνα = ∂νΓ
µ
β α − ∂αΓ µβ ν + Γ µσ νΓ σβ α − Γ µσ αΓ σβ ν , (2.21)
que é chamado de Tensor de Curvatura. Rµβνα é anti-simétrico nos índices ν, α. O comutador
das derivadas covariantes de um vetor covariante é
[∇ν ,∇α]Aµ = −RβµναAβ, (2.22)
e a variação do tensor de curvatura é dada pela expressão,
δRµασβ = (δΓ
µ
αβ);σ − (δΓ µασ);β. (2.23)
onde δΓ é a variação funcional da conexão.
2.1.5 Métrica
Tensor métrico
Amétrica é um tensor simétrico covariante de segunda ordem que nos permite denir a distância




gµν = gνµ. (2.25)
18
Em uma variedade riemanniana, a derivada covariante da métrica é nula:
gµν;α = gµν,α − Γ σµαgσν − Γ σν αgνσ = 0, (2.26)
que implica na existência de uma conexão única e bem denida, a conexão métrica (que é
idêntica aos símbolos de Christoel) dada por:
Γ βµ ν =
1
2
gβα(gαµ,ν + gαν,µ − gµν,α) (2.27)
Esta conexão é também conhecida por conexão de Levi-Civita ou por conexão de Riemann. A
inversa da métrica gµν é denida pela seguinte relação:
gµνg
µα = δαν . (2.28)
A métrica associa índices covariante e contravariante como:
Aµ = gµνAν , (2.29)
Bµ = gµνB
ν . (2.30)
Das denições de conexão métrica (2.27) e do tensor de Riemann (2.23), vêm as seguintes
propriedades algébricas:
Rµνασ = −Rµνσα,
Rµνασ = −Rνµασ ,
Rµνασ = Rασµν . (2.31)
Assim o tensor de Riemann tem 20 componentes independentes, em 4 dimensões. Da contração
de dois índices do tensor de Riemann, podemos denir o tensor de Ricci:
Rµν = R
α
µαν = Rνµ, (2.32)
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o qual é simétrico por denição. Contraindo a expressão da denição do tensor de Riemann
(2.23), obtemos as componentes do tensor de Ricci
Rµν = Γ
α
µν,α − Γ αµα,ν + Γ σµ νΓ ασ α − Γ σµαΓ ασν . (2.33)
A variação do tensor de Ricci é dada por
δRµν = (δΓ
σ
µα);σ − (δΓ σµσ);α. (2.34)
O escalar de Ricci, ou escalar de curvatura, é dado por
R = Rµνg
µν . (2.35)
Uma importante propriedade das componentes do tensor de Riemann são as identidades de
Bianchi:
Rµβ[να;σ] = 0, (2.36)
Rγ[νασ] = 0. (2.37)
A equação (2.37) leva a simetria dos índices do tensor de Ricci. Contraindo essas equações com
o tensor métrico, resulta em
Rβα;σ +R
µ
βασ;µ −Rβσ;α = 0, (2.38)
Rνσ −Rσν = 0, (2.39)
Contraindo mais uma vez (2.38) com a métrica, obtemos a seguinte equação da conservação
Gµν;µ = 0, (2.40)
onde
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR, (2.41)
é chamado de tensor de Einstein, o qual é simétrico (e descreve as propriedades geométricas do
espaço-tempo) e possui 10 graus de liberdade. O tensor de Riemann, com curvatura constante
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K, em um espaço maximalmente simétrico [2] , é dado por:
Rµνασ = K(gµαgνσ − gµσgνα) (2.42)
2.1.6 O Principio Variacional
Ação de Einstein-Hilbert e as equações de movimento
Assim como as equações da mecânica clássica, as equações de Einstein podem ser deduzidas a
partir de um princípio variacional. Concentremo-nos primeiro no caso de um campo gravitaci-
onal. O ponto de partida será a ação de Einstein-Hilbert com um termo de matéria




√−gd4x+ Sm . (2.43)
Essa ação pode ser considerada como um funcional dos campos gravitacional e de matéria.




√−ggµνδgµν , nos fornece
















onde Tµν é o tensor energia-momento, denido da seguinte forma:























é a densidade métrica contravariante com derivada covariante nula g
µν
;σ = 0. Igualando δS = 0
em (2.44), podemos nalmente escrever









onde Tµν é o tensor energia-momento que descreve o conteúdo material e T é seu traço. As
equações de Einstein (2.48) e (2.40), implicam, por conseguinte, a conservação do tensor energia-
momento ou, em outras palavras, que a divergência de Tµν seja nula:
T µν ;µ = 0 . (2.50)
O tensor mais simples que satisfaz esta lei de conservação é a própria métrica. De fato, as
equações de Einstein nos dão liberdade para adicionar um termo constante multiplicado pela
métrica. Acrescenta-se então um termo suplementar na equação de Einstein, dependendo li-
nearmente do tensor métrico e da constante cosmológica Λ. Podemos escrever as equações de
Einstein com constante cosmológica da seguinte forma:
Gµν + Λgµν = κTµν , (2.51)
onde a constante cosmológica Λ pode ser vista como uma termo geométrico.
Originalmente a constante cosmológica foi introduzida por Einstein em 1917, para construir
uma representação de um universo estático na relatividade geral. A constante cosmológica
opera como uma pressão negativa contra a gravidade, de modo que os dois efeitos possam se
equilibrar. Contudo, após a descoberta da expansão do universo por Hubble, com a medida
da recessão das velocidades de galáxias distantes, Einstein abandonou a ideia de adicionar o
termo as suas equações. Depois de 1998, a constante cosmológica reviveu como uma formulação
de energia escura responsável pela aceleração da expansão do universo. Do ponto de vista da
Física de partículas elementares, tenta-se explicar a constante cosmológica como densidade de
energia do vácuo quântico [3].
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2.2 Cosmologia
Nesta seção forneceremos as ferramentas básicas da cosmologia para compreender a história da
expansão do universo. Discutiremos então a primeira evidência atual para aceleração cósmica.
2.2.1 Do princípio cosmológico ao modelo de concordância
Cosmologia padrão
A cosmologia padrão é baseada no Princípio Cosmológico, que diz que o universo é homogêneo
e isotrópico, pelo menos em grandes escalas. A dinâmica do universo é regida pelas equações
de Einstein no modelo Big Bang quente. Esse modelo supõe que o universo antigamente estava
num estado de densidade e temperatura muita altas, a partir do qual, o espaço-tempo começou
a evoluir. Desde então, o universo atravessou um processo de expansão e de resfriamento,
passando de um estado extremamente quente e denso para um estado frio e rarefeito. A
temperatura hoje é T = 2, 75K [4] e a densidade ρ0 ' 10−29g/cm3. Este modelo é apoiado por
dados observacionais fortes, tais como:
• A expansão do universo, observada por Hubble em 1929 [5]. O universo encontra-se em
expansão uniforme, com a distância média entre os seus constituintes (supostos distribuí-
dos uniformemente) aumentando com uma velocidade V = H0D, a lei de Hubble; H0 é
chamado de constante de Hubble, D é a distância entre os constituintes.
Diferentes estimativas de H0 estão na faixa de 65− 70kms−1Mpc−1. É usual denir uma





−1 = 2.1332h × 10−42GeV, (2.52)




= 9.78× 109h−1 anos , (2.53)
implicando na idade do universo
t0 = 13.7× 109anos . (2.54)
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= 3000h−1Mpc . (2.55)
• A nucleossíntese primordial [7], fusão dos elementos leves durante os três primeiro minutos
do universo quando a temperatura era alta.
• A radiação cósmica (CMB) prevista em 1950 por Gamow e seus colaboradores Alphers
e Hermann e detectada em 1965 por Penzias e Wilson [8].
• A formação das grandes estruturas. Naturalmente, observamos inomogeneidade e irregu-
laridades nas regiões locais do universo, estrelas e galáxias. Elas cresceram com o tempo
com a instabilidade gravitacional de distribuição da matéria, que era mais homogênea no
passado. Então, as inomogeneidades podem ser consideradas como pequenas perturbações
que evoluem no universo globalmente homogêneo.
2.2.2 Métrica de Friedmann-Robertson-Walker
Am de poder utilizar a teoria da relatividade geral como quadro do modelo cosmológico e
deduzir as leis da dinâmica do universo, é necessário impor vínculos: as simetrias induzidas
pelo princípio cosmológico e pela expansão do universo. Consideramos este sistema sendo
descrito por um espaço-tempo como R×M , onde R representa a direção temporal e M é uma
variedade tridimensional homogênea e isotrópica. O elemento de linha (2.24) pode ser escrito
na forma:
ds2 = dt2 − a(t)2γij(xk)dxidxj , (2.56)
denindo a(t) como o fator de escala, γij é a métrica tridimensional que é função unicamente das
coordenadas do espaço xi(i = 1, 2, 3) e o tempo t associado a cada hipersuperfície tipo-espaço
é o tempo cósmico. A ortogonalidade entre geodésicas e hipersuperfícies espacias, traduz-se
no fato de serem nulos os coecientes g0i. O princípio cosmológico tem como consequência
matemática, que cada hipersuperfície espacial apresenta uma curvatura constante. O elemento
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de linha completo que descreve bem a dinâmica do universo pode ser escrito (c = 1):
ds2 = dt2 − a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r




que é a métrica de Friedmann-Robertson-Walker, com os três casos possíveis para curvaturas
k = 0,+1,−1, modelos planos, esféricos fechados e abertos, respectivamente.
• k = +1 corresponde a um espaço esférico fechado, de volume nito e curvatura positiva.
O espaço-tempo apresenta uma topologia do tipo cilíndrico , R× S3, R representando o
eixo temporal e S3 a tri-esfera,
• k = 0 corresponde a um espaço aberto, volume total innito e curvatura nula. A topologia
do espaço é denida por R ×R3 onde R3 é o espaço euclidiano,
• k = −1 corresponde a um espaço hiperbólico tridimensional, aberto com volume total
innito e curvatura constante negativa.
Da mesma maneira, as simetrias induzidas pela homogeneidade e pela isotropia do universo
impõem um tensor energia-momento da estrutura de um uido perfeito. Um uido perfeito é







onde ρ = ρ(t) e p = p(t) de acordo com a homogeneidade. Assim temos que
Tµν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (2.59)
onde, ρ = T0
0
é a densidade de energia da matéria, p é a pressão e uµ = (1, 0, 0, 0) é quadri-
velocidade no referencial co-móvel. Os componentes de matéria e energia do universo são,
essencialmente, como veremos mais a frente, matéria escura (DM), radiação (fótons , neutri-
nos), matéria bariônica e energia escura (DE).
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2.2.3 Desvio para o vermelho
Admitiremos, no que segue, que a geometria do universo seja descrita pela métrica de Friedmann-
Robertson-Walker. A propagação da luz faz-se ao longo de geodésicas nulas, que se caracterizam
através de um intervalo nulo, ds2 = 0. Nestas condições, estando os eixos coordenados orienta-




1− kr2 , (2.60)
aplicando o sinal (−) ao caso de um raio luminoso que se dirija da fonte para o observador.
Suponhamos que este raio foi emitido no instante t = t1, num ponto de coordenada radial













arcsin r1 para k = +1,
r1 para k = 0,
sinh−1 r1 para k = −1,
é independente do tempo, pois as coordenadas são co-móveis. Se tivermos dois raios luminosos





























sendo ν1 e ν0 as frequências emitida e observada, respectivamente. A expansão do universo
conduz a um aumento no comprimento de onda observado, isto é, o desvio para o vermelho da




− 1 . (2.65)
O desvio para o vermelho z é usado geralmente como o indicador pelo tempo cósmico t, porque
pode ser medido por um determinado objeto astrofísico. Se a luz emissora de um objeto distante
é emitida e o observador detecta o comprimento de onda esticado por um fator de (1 + z), o
objeto teria uma distância que corresponde ao desvio para o vermelho z. O comprimento de
onda físico da luz emissora no tempo t é dado por:
λ
s
= a(t)λ , (2.66)
onde λ é o comprimento de onda co-móvel. Como o universo expande, a(t) aumenta com o
tempo. As quantidades co-móveis não mudam com a expansão do universo.
2.2.4 Dinâmica do universo: equações de Friedmann
Formulação
Para termos uma descrição mais completa do universo, e se quisermos compreender o universo
presente a partir de sua história passada, é necessário conhecer a dinâmica de sua evolução, que
é nos dada pelas equações de Einstein, suplementadas pelo princípio cosmológico, o qual nos
permite deduzir o elemento de linha de Friedmann-Robertson-Walker. As equações de Einstein
com o termo de constante cosmológica, têm a seguinte forma:








= 8piGT totµν , (2.67)
onde Gµν é tensor de Einstein, Rµν é Tensor de Ricci, T
tot
µν é o tensor energia-momento e R é a
escalar de curvatura. Assim, para construir o modelo cosmológico padrão do universo, devemos
começar considerando um universo espacialmente homogêneo, isotrópico descrito pela métrica
de Friedmann-Robertson-Walker. Usando essa métrica (2.57) e o tensor energia-momento de
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um uido perfeito (2.59), as equações de Einstein (2.67) reduzem-se a duas equações diferenciais






















Precisaremos, ainda, da equação da conservação do tensor energia-momento. Combinando as
Eqs. (2.68) e (2.69), obtemos a conservação da energia:
d(ρa3) = −pd(a3) , (2.70)






µλ = 0 , (2.71)




(ρ+ p) = 0 . (2.72)
Denindo a equação de estado barotrópica
p = ωρ , (2.73)
onde ω é uma constante, a Eq. (2.72) pode ser reescrita como
d ln ρ
da




Graças à equação de estado (2.73) e à equação da conservação (2.72), obtemos a evolução da
densidade de cada componente em função de a(t):
ρ ∝ a−3(1+ω) . (2.75)
Usando à equação (2.68), obtemos o fator de escala em função do tempo:
a ∝ t 23(1+ω) , (2.76)
onde ω 6= −1. Dois casos importantes são os que dizem respeito a um universo dominado por
matéria (também dita de poeira) e a um universo dominado por radiação.
Para a fase de matéria (ω = 0), temos (p = 0)
ρm ∝ a−3 . (2.77)
A equação acima é interpretada como a diminuição da densidade de energia devido à diluição
do número de partículas decorrente da expansão do universo.
Para a fase de radiação (ω = 1
3
), temos
ρr ∝ a−4 . (2.78)
Note que a densidade de energia da radiação decresce mais rapidamente que a densidade de
energia da matéria. Isto decorre do fato de que, embora a densidade numérica dos fótons
decresça da mesma forma que a das partículas não-relativísticas, existe um fator adicional a−1,
pois os fótons perdem energia devido ao desvio para o vermelho.
Uma outra equação de estado relevante em cosmologia é a de um universo dominado por uma
constante cosmológica. Nesse caso ω = −1 e a densidade de energia ρ é uma constante, e
temos então
a ∝ exp(Ht) , (2.79)
onde H é uma constante.
Uma forma conveniente de escrever as equações de Friedmann (2.68) é utilizando o parâmetro
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é a chamada densidade crítica. A equação de Friedmann, considerando como
componentes do universo a radiação (fótons + neutrinos) + a matéria (escura e bariônica) + e
a constante cosmológica, pode ser escrita como
H(z)2 = H20 [Ωm(1 + z)
3 + Ωr(1 + z)
4 + Ωk(1 + z)
2 + ΩΛ] . (2.81)
Tomando z = 0 e H(z = 0) = H0 obtemos




Note que das observações resulta que Ωr  Ωm, assim o parâmetro de densidade da matéria
relativística Ωr é omitido geralmente em estudos em tempos recentes. Esta equação liga a
curvatura do universo Ωk ao conteúdo de matéria Ωm e à constante cosmológica ΩΛ. Deste
jeito, conhecendo a soma Ωm + ΩΛ = Ωtot é possível determinar a geometria do universo:
• Ω
tot
< 1: k = 1, universo fechado,
• Ω
tot
= 1: k = 0, universo plano,
• Ω
tot
> 1: k = −1, universo aberto.
O modelo cosmológico, descrito nos parágrafos precedentes, conheceu grandes sucessos como
a expansão do universo, a nucleossíntese primordial e a radiação cósmica de fundo. Contudo,
um certo número de observações não podem ser explicadas utilizando este modelo. Podemos
noticar aqui três problemas: problema do horizonte, da planitude e da homogeneidade, os
quais são tratados geralmente no contexto do modelo inacionário.
O modelo ΛCDM
O cenário da constante cosmológica (ΛCDM, ou seja, o modelo com matéria escura fria e
constante cosmológica) é aquele que melhor se ajusta as observações. Este corresponde a uma
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densidade lagrangiana que é escrita como f(R) = R−2Λ. Ele trata de forma separada a matéria
escura sem pressão e a energia escura. Nesta seção, vamos mencionar às observações mais
recentes que têm permitido vincular o mais precisamente possível os parâmetros cosmológicos,
conduzindo assim ao modelo de concordância ΛCDM. Como descrevemos na seção precedente,
a dinâmica do universo, via equações de Friedmann, é governada pelos parâmetros cosmológicos
que caracterizam seu conteúdo e a sua geometria.
Radiação
Sendo proporcional à a−4, a densidade de radiação é atualmente negligenciável: Ωrh
2 = 2, 47×
10−5.
Matéria bariônica
A nucleossíntese primordial prediz a abundância de Hélio , Deutério e Lítio também. Esse valor
é consistente com os dados obtidos mediante cálculos da abundância de bárions, a partir das
observações das utuações de temperatura na radiação cósmica de fundo, feitas pelo satélite
WMAP. A análise feita com os dados da nucleossíntese indica que Ωbh
2 = 0, 02, Ωb = 0, 0456
se h = 0, 7.
Matéria escura
Além da existência dos bárions, fótons e neutrinos, existe uma outra componente exótica,
não bariônica, chamada de matéria escura, que é incluída para dar conta do problema da
formação de estruturas no universo (além de outras motivações). Essa matéria escura, da
mesma forma que a energia escura, ainda não foi detectada experimentalmente. A expressão
matéria escura, foi usada para descrever matéria sem pressão (não-relativística) que interage
de forma muito fraca com as partículas da matéria usual. A existência da matéria escura foi
indicada pela primeira vez em 1933 por Fritz Zwicky, que comparou as velocidades de dispersão
das galáxias no aglomerado de Coma com a massa das estrelas observadas. Uma vez que a
matéria escura não emite a radiação eletromagnética, sua presença é detectada principalmente
pelos efeitos gravitacionais (por exemplo, o efeito de lente gravitacional, que é uma medida
indireta). A matéria escura pode aglomerar-se pela instabilidade gravitacional (ao contrário
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da energia escura), gerando as estruturas locais que são observadas no universo. Ela tem um
papel crucial para a formação de estruturas em grandes escalas no universo, como galáxias
e aglomerados de galáxias. Em 2005, a detecção de pico das oscilações acústicas bariônicas
(BAO) no desvio para o vermelho médio z = 0, 35 [9], das observações de galáxias vermelhas
luminosas na SDSS (Sloan Digital Sky Survey) indica um valor aproximativo de Ωm = 0, 273.
Nos anos 1970-1980, existiam dois modelos de matéria escura completamente opostos que
estavam em competição: o modelo top-down, que considerava as estruturas maiores, aglo-
merados e super-aglomerados, formando-se primeiro e posteriormente fragmentando-se em ga-
láxias; o modelo bottom-up, que considerava as menores estruturas formando-se primeiro e
seguidamente aglomerando-se para formarem as maiores. Estes dois modelos diferenciavam-se
pela natureza das utuações primordiais, a partir das quais desenvolveram-se as estruturas, e
de espécies de matéria escura.
As perturbações geradas no inicio da história do universo e que darão origem às estruturas
observadas podem ser de diferente natureza. Existem utuações de densidade, acompanhadas
também por utuações de pressão e de temperatura que mantém a entropia constante. Chama-
se esse tipo de utuação de adiabática. Nestas utuações, o número de fótons permanece
proporcional ao número de partículas de matéria. No modo isotérmico, os fótons não seguem
a matéria e não utuam. A temperatura permanece por conseguinte constante. Este modo
era tomado sobretudo em consideração antes da medida efetiva das anisotropias da radiação
cósmica de fundo. Desde que se observou utuações de temperatura na CMB, os modelos não-
adiabáticos mais considerados são os modelos de utuações de iso-curvatura, que conservam
a curvatura e a massa uniforme. Provavelmente a combinação desses dois tipos de modos
independentes de utuações se aproxima à realidade.
Cada tipo de utuação é associada a um tipo de matéria escura: seja a matéria escura fria
(CDM-Cold Dark Matter) seja a matéria escura quente (HDM-Hot Dark Matter). O caráter
quente ou frio está relacionado à velocidade média das partículas quando desacoplam-se do
plasma primitivo, onde fótons, bárions e matéria escura estão em equilíbrio. Neutrinos são por
conseguinte os melhores candidatos para constituir a matéria escura quente. Sua velocidade
relativística, impede que as utuações da matéria em pequena escala cresça. Atualmente, o
cenário admitido para a formação das estruturas é o hierárquico, segundo o qual, as primeiras
estruturas que se formam são as menores, que seguidamente se fundem para formarem as
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maiores.
Aceleração cósmica e energia escura
A descoberta que a expansão do universo é acelerada foi feita primeiramente por Riess (1998)
[10] e por Perlmutter (1999) [11], com as observações de supernovas do tipo Ia (SNeIa). A
fonte para esta aceleração cósmica do universo é a energia escura. Apesar de muitos anos de
pesquisa (veja por exemplo, as revisões [1216]) sua origem ainda não foi identicada.
A energia escura é uma componente distinta da matéria ordinária como a bariônica e a radi-
ação, no sentido que ela tem uma pressão negativa e tem a característica de não se aglomerar
em pequenas escalas estando, portanto, distribuída de forma mais homogênea que a matéria
escura (não bariônica). Essa pressão negativa conduz à expansão acelerada do universo neutra-
lizando a força gravitacional. As observações de supernovas do tipo Ia (SNeIa) mostraram que
aproximadamente 70% da energia atual do universo consiste da energia escura. O candidato
mais simples para a energia escura é a constante cosmológica. Se a constante cosmológica é
responsável pela aceleração cósmica atual, precisamos encontrar um mecanismo para obter o
valor minúsculo e consistente com as observações.
Am de distinguir esta variedade de modelos da energia escura, é importante impormos
limitações, usando dados observacionais tais como o SN Ia, CMB, e estrutura em grandes
escalas (LSS). Geralmente, a maneira mínima de incluir a energia escura nesta estrutura é
adicionar uma nova componente de uido perfeito, com equação de estado, ωX = pX/ρX, onde
ωX é a parâmetro da equação de estado, pX é a pressão e ρX é a densidade de energia. Isso
é uma boa medida para descrever a propriedade da energia escura a nível do fundo. Então
podemos reescrever a equação de Friedmann em termos do parâmetro de Hubble H(z).
H(z)2 = H20 [Ωm(1 + z)
3 + Ωr(1 + z)
4 + Ωk(1 + z)




Exigindo a consistência da Eq (2.83) e z = 0, H(z = 0) = H0 fornece
Ωm + Ωr + Ωk + ΩX = 1 . (2.84)
Note que para uma constante cosmológica temos X(z) = const, pX = −ρX, que resulta em
ωX = −1. Em outros modelos da energia escura a equação de estado varia geralmente no tempo.
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Talvez a primeira tarefa da investigação da energia escura seja de detectar desvios de ωX da
ordem do valor −1, para encontrar se a energia escura pode ser identicada com a constante
cosmológica ou não. As observações de SN Ia forneceram a informação da expansão cósmica
em torno do desvio para o vermelho z . 2, pela medida de distâncias da luminosidade das
fontes. A presença de energia escura conduz a um deslocamento da posição dos picos acústicos
em anisotropias da CMB, assim como uma alteração do espectro da CMB em grandes escalas
com chamado a isto efeito integrado Sachs-Wolfe [17].
Os dados apenas daCMB, não são sucientes para colocar limitações fortes na energia escura.
A análise combinada do SN Ia e CMB pode fornecer limites na equação de estado de ωX e a
fração atual da densidade ΩX da energia escura [18]. A distribuição da aglomeração das galáxias
em escala muito grande no céu, fornece igualmente as informações adicionais nas propriedades
da energia escura [1921]. Isto igualmente deu-nos um outro teste independente da energia
escura. Da análise combinada do SN Ia, CMB, e BAO, o grupo de WMAP [18] obteve o
intervalo −1, 097 ≤ ωX ≤ −0, 858 a 95% de nível de conança, supondo uma equação de estado
constante. A constante cosmológica (ωX = −1) é consistente com os dados observacionais
atuais, quando alguns modelos de energia escura tem sido excluídos pelas observações.
Da inação a energia escura
A cosmologia moderna revela que uma outra aceleração cósmica chamada inação ocorreu
no universo passado, antes da fase da radiação. A ideia da inação foi proposta originalmente
no princípio dos anos 80 [2225] para resolver diversos problemas cosmológicos tais como:
problemas da planitude e do horizonte. A inação, fornece igualmente um mecanismo causal
para a origem da estrutura em grandes escalas no universo. As anisotropias da temperatura
na radiação cósmico de fundo (CMB), observada pelo satélite COBE em 1992 [4], mostrou
que o espectro da utuação é quase invariante de escala, consistente com as previsões teóricas
do espectro de potência da perturbação da densidade, originada das utuações quânticas de
um campo escalar durante a inação. Depois de 2003, o grupo WMAP, forneceu dados
observacionais, com precisão elevada, das anisotropias da CMB [18,26,27], o que deu um forte
apoio para a existência do período inacionário, da mesma forma que a energia escura.
Depois do m da inação o universo incorporou a fase da radiação, período em que os
elementos como deutério foram formados. Como a densidade de energia da radiação diminui
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mais rapidamente do que aquela da matéria não-relativística (matéria escura e as bariônicas),
a fase da radiação é seguida pela época da matéria, em torno do desvio para o vermelho
z = 3000. A temperatura das anisotropias observadas por COBE e pelo WMAP, ocorreram
na última superfície de espalhamento em que elétrons foram ligados pelo hidrogênio para formar
átomos. Após este desacoplamento, os fótons puderam mover-se livremente sem experimentar
a dispersão de Thomson. O desacoplamento corresponde ao desvio para o vermelho da ordem
de z = 1090. De acordo com o WMAP e a partir de dados como em [18], as componentes
da energia na época do desacoplamento são a matéria escura (63%), a radiação (25%), (fótons
(15%) , neutrinos (10%)), a matérias bariônica (12%) e uma quantidade desprezível de energia
escura.
A formação de estruturas (galáxias e aglomerados) começou na fase da matéria, isto é,
quando a matéria escura começou a dominar a densidade da energia total do universo. A
matéria bariônica igualmente contribui na formação das estruturas em grandes escalas, em
certa medida. Obviamente, as estruturas observadas são feitas de matéria bariônica. Durante
a fase da matéria, a densidade da energia escura é negligenciável se comparada àquela da
matéria escura, am de permitir suciente crescimento da estrutura em grande escala. Se a
energia escura for acoplada com a matéria escura, através de alguma interação (como no cenário
de acoplamento da quintessência [28, 29]), então a energia escura igualmente afeta a história
passada da expansão do universo, assim como a formação das estruturas em grandes escalas.
Enquanto a densidade de energia da matéria escura evolui como ρm ∝ a−3, a densidade
de energia escura é quase constante no tempo (ρx ∝ a−n com n provavelmente perto de 0).
O início da aceleração cósmica ocorre em torno do desvio para o vermelho z ∼ 1, embora
haja ainda uma incerteza para seu valor preciso, devido à dependência do modelo. Vivemos
então em uma fase especial da aceleração cósmica na história da expansão do universo. O
problema da aceleração da expansão do universo começar ao redor do tempo atual, é chamado
frequentemente de problema da coincidência. A era da radiação é posterior a uma fase de
aceleração cósmica (inação) e a da matéria é anterior a uma outra fase (energia escura).
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2.3 Modelos de energia escura
Se a origem da energia escura não for a constante cosmológica, pode-se procurar alguns modelos
alternativos para explicar a aceleração cósmica hoje. As perguntas a respeito da natureza
da matéria escura e da energia escura são dois problemas fundamentais da cosmologia atual.
Nenhuma resposta ainda foi encontrada, e numerosos modelos tentam elucidar estas perguntas.
As investigações recentes para resolver os enigmas da matéria escura e da energia escura, do
modelo cosmológico padrão, seguem principalmente duas direções: uma primeira aproximação
se concentra na introdução especíca das novas fontes no tensor momento-energia Tµν , sendo
que uma delas deva ter uma pressão negativa no lado direito das equações de Einstein, e
constitui assim um desao para a física de partículas; enquanto a outra invoca uma modicação
da geometria do espaço-tempo (o lado esquerdo das equações de Einstein), restringindo-se
sobretudo a algumas modicações da teoria da gravitação subjacente.
Por exemplo, um campo escalar fundamental descrevendo um uido exótico é considerado,
e estudado sobre uma base fenomenológica. A palavra exótico provém do fato que tal uido
deve violar propriedades padrões dos uidos (condições de energia) de maneira a satisfazer os
dados observacionais. Os principais modelos representativos que pertencem a esta classe são os
campos escalares dinâmicos (quintessência) [3044], os campos escalares com termos cinéticos
não canônicos (modelos de k-essência) [4547] e nalmente os modelos de uidos [48, 49]. A
quintessência utiliza campos escalares com potenciais que variam lentamente, ao passo na k-
essência é a energia cinética do campo escalar que conduz à aceleração.
Poderíamos também descrever fenomenologicamente as duas componentes escuras através
de uma única equação de estado especíca. Tais modelos são conhecidos na literatura como
modelos de quartessêencia ouUDM. O protótipo dos modelos de quartessência são baseados em
um uido perfeito com uma equação de estado especíca, como o modelo do gás de Chaplygin
[50] e sua generalização [48], que pode ser obtida a partir de uma densidade lagrangiana com
um potencial adequado. Os modelos de Chaplygin têm sido testados com dados observacionais
de SNeIa, lentes gravitacionais, rádio galáxias e fração de bárions [5153]. Houve muitas
tentativas de construir um modelo de campo escalar para a energia escura, baseados na física
de partículas (veja [49, 5457]).
A componente da energia escura pode advir, por exemplo, do lagrangiano de curvatura de
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Ricci de ordens superiores [5860], as teorias Escalares-Tensoriais [29, 6163], e os modelos
braneworld [12,64]. Uma alteração possível do CDM é descrito por uma densidade lagrangiana
não-linear em termos de R, que é chamado Teoria f(R).
As teorias Escalares-Tensoriais correspondem a teorias em que o escalar de Ricci R acopla
a um campo escalar φ, com uma forma da acoplamento F (φ) × R chamado de acoplamento
não-mínimo. Ela inclui a teoria de Brans-Dicke [65] e a Gravidade Dilatônica [66] como casos
especícos. Há também a possibilidade de explicar a aceleração cósmica através de teorias
de dimensões extras: por exemplo modelos de braneworld propostos por Dvali, Gabadadze e
Porrati (DGP) [64].
Exemplo: gás de Chaplygin
Nesta seção, discutimos o arquétipo dos modelos de unicações da energia escura e da matéria
escura. O gás de Chaplygin é um uido que pode conduzir à aceleração cósmica no futuro e




onde A é uma constante positiva. O gás generalizado de Chaplygin tem uma equação de estado
p = − A
ρα
. (2.86)
Usando as equações (2.86) e (2.72), resulta em
ρc = ρc0g(a)
1




onde A¯ = A
ρ1+αc0











O gás generalizado de Chaplygin comporta-se como a matéria no passado
ρ ∝ a−3 , ω ' 0 , por a 1 , (2.89)
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e como uma constante cosmológica no futuro







O modelo original do gás de Chaplygin corresponde a α = 1. Uma constante cosmológica
corresponde a α = 0 e A¯ = 1. O gás de Chaplygin fornece uma possibilidade interessante para
a unicação da energia escura e da matéria escura. Localmente o uido pode se aglomerar
enquanto, ao mesmo tempo, pode permanecer como uma componente homogênea a grandes
escalas. Outra vantagem é que este modelo, a nível das equações de base, descreve bem a
distância de luminosidade observada através das supernovas tipo Ia [67, 68]. Porém, a nível
perturbativo o espectro de potência das perturbações de densidade possui grandes oscilações
[69], que não aparecem no espectro de potência de massa observado, muito embora isto ainda
seja objeto de controvérsias.
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Capítulo 3
Teoria das perturbações cosmológicas
Apresentamos neste capítulo os princípios da teoria linear das perturbações cosmológicas. Co-
meçaremos com a discussão não relativística e concluiremos com a discussão relativística geral,
onde estudaremos diversos casos no calibre newtoniano e no síncrono, a partir das fórmulas da
métrica (2.57), do tensor energia-momento (2.59), e das equações de Einstein (2.67).
3.1 Perturbações cosmológicas newtonianas.
A teoria newtoniana, como uma aproximação limite da relatividade geral, é somente aplicável
em cosmologia para escalas dentro do raio de Hubble, onde os efeitos da curvatura do espaço-
tempo são negligenciáveis. Neste contexto, analisamos somente as perturbações da densidade
na componente não-relativística. Perturbações na matéria, em todas as escalas, exigem a teoria
relativística completa. Assim, torna-se claro que a análise newtoniana aplica-se somente à fase
material do universo. Aqui, apresentaremos a ideia da instabilidade de Jeans, usando como
exemplo simples um uido não-relativístico sujeito à expansão cósmica.
As equações gerais do uido
Para começarmos, consideraremos algumas ideias fundamentais que se aplicam a ambas as
teorias, newtoniana e relativística. Seguindo a referência [70], modelamos o universo como um
uido. Um conceito adicional importante é o de observador co-móvel, que segue a expansão do
universo. Adotando um descrição newtoniana, especicando as coordenadas do espaço com ~x e
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um tempo universal com t, consideramos um uido com a densidade ρ(~x, t) e a pressão p(~x, t),
movendo-se com a velocidade




+ ~∇.(ρ~V ) = 0 , (3.1)
∂~V
∂t
+ (~V .~∇)~V + 1
ρ
~∇p + ~∇Φ = 0 , (3.2)
~∇2Φ− 4piGρ = 0 . (3.3)
As expressões (3.1), (3.2) e (3.3) descrevem as equações da continuidade, de Euler e de Poisson.
Um elemento de uido tem posição




















+ (~V · ~∇) . (3.4)
As perturbações são introduzidas da seguinte forma:
ρ(t, ~x) = ρ(0)(t) + δρ(t, ~x) ,
p(t, ~x) = p(0)(t) + δp(t, ~x) ,
~V (t, ~x) = ~v(0)(t) + δ~v(t, ~x) ,
Φ(t, ~x) = Φ(0) + δΦ(t, ~x) . (3.5)
com, ~v(0) = H(t)~r e Φ(0) = 2G
¯ρ(t)x2
3
, onde δ~v(t, ~x) é a velocidade peculiar e δΦ(t, ~x) é o potencial
gravitacional peculiar das perturbações da densidade de matéria δρ(t, ~x). Sendo a pressão
homogênea, ela não contribui a nível da base. Podemos escrever as equações pelas perturbações














~∇δΦ = 0 , (3.7)
∇2δΦ− 4piGa2ρ(0)δ = 0 , (3.8)
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onde δ ≡ δρ/ρ(0) é o contraste da densidade e cs = δpδρ é a velocidade do som. Os resultados (3.6)-
(3.8) determinam completamente o comportamento das perturbações da densidade. Quando
combinados conduzem a uma equação diferencial de segunda ordem que descreve a evolução
linear do contraste da densidade. Em particular, tomando a derivada temporal de (3.6) e









+ 4piGρ(0)δ . (3.9)
Acima supomos a gravidade newtoniana, a qual exige a dominação da matéria, além de uma
constante cosmológica nula. Contanto que as escalas sejam menores que a do horizonte, a
Eq. (3.9) pode descrever as perturbações da matéria na presença de um fundo radiativo ou de
uma constante cosmológica.
A equação (3.9) é uma equação de propagação de onda com dois termos extras do lado direito,
um devido à expansão do universo e o outro devido à gravidade. Consequentemente, é natural













é a quantidade associada ao número de onda co-móvel e kα é o














a qual determina a evolução do modo perturbativo k. O primeiro termo no lado direito da
Eq. (3.11) é devido à expansão e sempre suprime o crescimento de δ˜(k). O segundo reete
o conito entre a força da pressão e a gravidade. Quando 4piGρ(0)  c2sk/a2 é a gravidade
dominante. Por outro lado, é a pressão que domina se c2sk
2/a2  4piGρ(0). O ponto 4piGρ(0) =
c2sk






onde k = 2pia
λJ
A escala física λJ, conhecida como  comprimento de Jeans , constitui uma
característica da perturbação, pois separa os modos gravitacionais estáveis dos instáveis. As
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utuações em escalas bem além do λJ, crescem através da instabilidade gravitacional, enquanto
modos com λ λJ são estabilizados pela pressão. O comprimento de Jeans corresponde a uma










onde ρ é a componente da densidade perturbada.
Até aqui consideramos somente um uido. Ao tratar perturbações em um meio de multi-
componentes (por exemplo bárions, fótons, neutrinos ou outras partículas exóticas), as compo-













onde o índice i refere-se as diferentes componentes e i = ρi/ρ
(0)
. A soma é feita sobre todas
as espécies i que fornece uma medida da contribuição de cada componente i da densidade
total do fundo
∑
i ρi. Contudo, a densidade da componente de matéria fria, contribui com a
expansão do fundo. Em primeira aproximação, H é determinada pelo componente que domina
a gravitação. Chamaremos teq o tempo a partir do qual a matéria domina a evolução cósmica.
Procuraremos agora soluções das Eqs. (3.11) e (3.14) nas três seguintes situações diferentes:
? Perturbações da componente não-relativística dominante (bariônica ou não) para t > teq.
? Flutuações da matéria não-bariônica para t < teq.
? Perturbações de bárions em presença de uma espécie dominante, sem colisão.
Universo Einstein -de Sitter perturbado
Consideramos um uido com pressão desprezível (i.e. p = 0 = c2s). Esse modelo, igualmente
conhecido como universo de Einstein-de Sitter, fornece uma boa descrição do nosso universo
após a recombinação. À ordem zero a ∝ t2/3, H = 2/(3t) e ρ(0) = 1/6piGt2. Perturbamos
este fundo e investigamos escalas dentro do raio de Hubble, onde o tratamento newtoniano é
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δ = 0 , (3.15)
onde, em particular, temos λJ = 0 para cs = 0. Para modos dentro do horizonte e maiores que
o comprimento de Jeans (λJ  λ λH) encontramos
δ = C1t2/3 + C2t−1 , (3.16)
para a evolução do contraste da densidade. Há duas soluções: uma que cresce e outra que
decresce. A solução geral é expressa como uma combinação linear dos dois modos. No pas-
sado, somente o modo crescente das perturbaçoes era importante. Note que as perturbações
bariônicas não podem crescer até que a matéria bariônica desacople da radiação na recombi-
nação (supomos sempre teq < trec). As partículas da matéria escura, por outro lado, já estão
desacopladas e as utuações na densidade delas podem crescer imediatamente depois da equi-
valência. Em seguida à recombinação, a perturbação na densidade dos bárions também cresce
proporcionalmente ao fator de escala. Em escalas muito menores que o comprimento de Jeans




a qual descreve uma oscilação dissipativa. Assim, perturbações em escalas muito pequenas na
matéria não-relativística são suprimidas pela pressão.
Mistura de radiação e matéria escura
Consideramos a era da radiação: a ∝ t1/2 e H = 1/2t. Aplicando a Eq. (3.14) a uma mistura






= 4piG (ρrδr + ρmeδme) ' 4piGρrδr , (3.18)
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com ρme  ρr ' ρ(0). Consideramos que as utuações no uido radiativo são desprezível. Dado







= 0 , (3.19)
e admite a solução
δme = C1 + C2lnt . (3.20)
Assim a solução geral é a superposição de uma constante mais um termo logarítmico. Isto
signica que as perturbações podem crescer no máximo em logaritmo, i.e., muito mais devagar
do que fariam em um universo dominado pela matéria. Este resultado, conhecido como o efeito
Mészáros [71], implica que a formação de estrutura tem que esperar até que o universo passe
pela fase de matéria. A razão física para este resultado pode ser identicada como consequência
da expansão rápida durante a era da radiação. Assim, nas perturbações de pequena escala
da época da radiação no componente sem colisão, temos um crescimento logarítmico, mesmo
quando λ > λJ.
Mistura de matéria escura e bariônica
Durante o período entre o equilíbrio e a recombinação as perturbações na componente escura
crescem por um fator arec/aeq = Teq/Trec. Após o desacoplamento, as perturbações na matéria
ordinária, igualmente, começam a crescer, conduzidas pelo potencial gravitacional, determinado
pela matéria escura. Considere o universo da pós-recombinação, com a ∝ t2/3 e H = 2/(3t),
dominado pela matéria escura não-bariônica. Para utuações bariônicas, nas escalas maiores






= 4piGρ(0) (meδme + bδb) ' 4piGρmeδme . (3.21)
Com cs ' 0 pelas especies e ρb  ρme ' ρ(0). Introduzindo o fator de escala como a variável
















onde igualmente usamos a relação a ∝ t2/3. A condição inicial na recombinação é δb = 0, devido







mostra que δb → δme quando a arec.
A análise feita aqui, está baseada na teoria newtoniana, então é válida somente para escalas
menores que o horizonte, contanto que tratemos as utuações na componente não-relativística.
Além disso, durante a fase da radiação e na era da dominação da curvatura, as perturbações
não crescem. Essa supressão ocorre porque, em ambas as épocas, a expansão é muito rápida
para as perturbações terem algum crescimento. Após a equivalência, utuações com os com-
primentos de onda maiores do que o comprimento de Jeans, crescem como δ ∝ a ∝ t2/3. Note
que as perturbações bariônicas não crescem até a recombinação, devido ao forte acoplamento
entre bárions e fótons. As utuações da matéria escura, por outro lado, começam a crescer ime-
diatamente depois da igualdade da matéria-radiação. Assim que os bárions desacoplarem dos
fótons, eles serão conduzidos pelo potencial gravitacional da espécie sem colisão. Assim, imedi-
atamente depois da recombinação, as utuações bariônicas crescem rapidamente e se igualam
àquelas na matéria escura. Subsequentemente, as perturbações em ambas as componentes cres-
cem proporcionalmente ao fator de escala. Tal comportamento explica como as perturbações
pequenas do universo da era da matéria podem aumentar para alcançar o regime não-linear e
consequentemente são as sementes a partir das quais as estruturas no universo presentemente
observadas foram formadas.
3.2 Perturbações cosmológicas: relatividade geral
Embora a análise newtoniana forneça uma visão valiosa no comportamento das inomogeneida-
des, ela também tem sérios defeitos. O comprimento de onda apropriado de todos os modos
perturbativos será maior do que o horizonte em épocas recentes. Em tais escalas, os efeitos
relativísticos gerais tornam-se importantes. Além disso, não podemos usar a teoria newtoniana
para estudar as perturbações na componente relativística. Torna-se claro que um tratamento
relativístico geral das perturbações da densidade cosmológica é imperativo. Nesta seção, abor-
daremos o tratamento relativístico completo, geral da evolução de perturbações pequenas sobre
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um fundo FLRW. Como se verá, isto envolve escrever a métrica como a métrica FLRW mais
uma (pequena) perturbação. Então, computamos o tensor perturbado δGµν de Einstein, o
tensor perturbado δTµν de energia-momento, e obtemos nalmente as equações perturbadas
de Einstein que governam a evolução da métrica, assim como da matéria-energia. No que se
segue, negligenciaremos a curvatura espacial supondo se tratar das perturbações nas escalas
muito menores do que o raio de curvatura do universo. Isso não é uma limitação, visto que
Ωk ∼ 10−2, de modo que o raio atual de curvatura é pelo menos cem vezes maior do que o
comprimento de Hubble, e a aproximação plana é apropriada mesmo para os modos que estão
bem acima do horizonte (isto é, uma perturbação com o comprimento de onda muito maior
do que o raio de Hubble). No capítulo 2, esboçamos a história cósmica da expansão no fundo
homogêneo e isotrópico de FLRW. Uma métrica que se afaste do espaço tempo de FLRW pode
ser escrita como a soma de uma parte FLRW mais outra parte que então, chamaremos da
parte perturbada [7274]. Supondo-se que as perturbações sejam pequenas, então esta divisão
da métrica completa em uma parte não perturbada e uma outra parte perturbada conduz a
resultados extremamente úteis.




µν + δgµν . (3.24)
Todas as entradas no δgµν , perturbação da métrica, têm que ser pequenas em relação às da
ordem zero. Nesta seção escrevemos a métrica diretamente em termos do tempo conforme η,
denido como dη = dt
a(t)












onde uma linha (
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H˙ = −4piG (ρ+ p) =⇒H′ = −4piG
3
(ρ+ 3p) a2 ,
ρ˙+ 3H(ρ+ p) = 0 =⇒ ρ′ + 3H(ρ+ p) = 0 . (3.28)
Consideramos as perturbações cosmológicas sobre a métrica de fundo do universo plano de
FLRW (2.57). A métrica pode ser reescrita de forma mais simples no tempo conforme:
ds2 = g(0)µν dx
µν = a(η)2[dη2 − γij(x)]dxidxj , (3.29)
onde γij é a métrica das seções espaciais para um espaço de curvatura espacial constante k.




= Ha. Pode-se classicar as perturbações
da métrica em 3 categorias, perturbação escalar, perturbação vetorial e perturbação tensorial e
ainda em dois modos, o adiabático e de curvatura, mas estes dois modos dependem do conteúdo
material.
A introdução de perturbações da métrica depende da escolha do calibre. Dependendo do
calibre, é preciso escolher um sistema coordenado que descreva as perturbações na relatividade
geral.
3.2.1 Perturbações na métrica e no tensor energia-momento
A métrica perturbada total é então
ds2 = [g(0)µν + δgµν(x
γ)]dxµdxν , δgµν  g(0)µν , (3.30)
onde δgµν é a métrica não perturbada e g
(0)
µν é a métrica de FLRW. A forma peculiar do elemento
da linha perturbado na Eq.(3.30), assim como o número de graus de liberdade escalares, é
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justicado como segue:
• A métrica completamente perturbada é descrita genericamente pelas perturbações esca-
lares, vetoriais e tensoriais.
• O número total de graus de liberdade de um tensor simétrico em um espaço-tempo de
dimensão n é n(n+1)
2
.
• A entrada g00 pode ser escrita como (1 + 2φ(η, ~x)), onde φ(η, ~x) corresponde a uma
perturbação puramente escalar.
• As entradas de g0i podem ser parametrizada como Bi(η, ~x) = Bi + B,i onde Bi ,i = 0. O
termo B,i corresponde a uma perturbação escalar. O Bi corresponde a uma perturbação
vetorial.
• As entradas do gij podem ser escritas como (−1− 2ψ(η, ~x))δij +Eij(η, ~x), onde o ψ(η, ~x)
é uma perturbação escalar que toma a parte do traço de gij, e o Eij(η, ~x) é um tensor
simétrico sem traço.
• Eij(η, ~x) = ESij(η, ~x) + EVij (η, ~x) + ETij(η, ~x) é expresso em termos da perturbação escalar
ESij , de uma perturbação vetorial (E
V
ij ), e da perturbação tensorial E
T
ij .
• Os ESij(η, ~x) podem ser escritos como E,i,j(η, ~x) porque é um tensor sem traço simétrico
que corresponde à perturbação escalar e .
• Os EVij (η, ~x) podem ser escritos como ∂iEj + ∂jEi, onde Ei é uma perturbação vetorial
que satisfaz Ei
,i = 0.
• Os ETij(η, ~x) correspondem a uma perturbação tensorial tal como Eij,i = 0.




 1 + 2φ(η, ~x) Bi(η, ~x)
Bi(η, ~x) (1 − 2ψ(η, ~x)) δij + Eij(η, ~x)

 , (3.31)
e o elemento de linha
ds2 = a2(η)
[
(1 + 2φ(η, ~x))dη2 + 2Bi(η, ~x) dη dx












= δµν , (3.33)





 1− 2φ(η, ~x) Bi(η, ~x)
Bi(η, ~x) (−1− 2ψ(η, ~x))δij − Eij(η, ~x)

 . (3.34)
As perturbações escalares englobam as perturbações da densidade, da pressão e da instabilidade
gravitacional. Elas são responsáveis pela formação da estrutura do universo. As perturbações
vetoriais tendem a decrescer em um universo em expansão e consequentemente é provável que
não sejam importantes na cosmologia. As perturbações tensoriais nada mais são que as ondas
gravitacionais, desta vez em um universo em expansão, elas têm importância cosmológica desde
que tenham um efeito perceptível na anisotropia da radiação cósmica de fundo. As transfor-
mações de calibre afetam as perturbações escalares e vetoriais, mas as perturbações tensoriais
são invariantes por transformações de calibre. A evolução total da perturbação completa é
apenas uma superposição linear da evolução independente das perturbações escalares, vetoriais
e tensoriais, no entanto consideraremos somente as perturbações escalares (isto é verdade só no
caso de perturbações pequenas, no regime linear).
3.2.2 Transformações de calibre
A associação entre pontos no espaço-tempo de fundo e no espaço-tempo perturbado é feita
através do sistema coordenado xα. Na teoria de perturbação da RG, uma transformação de
calibre signica uma transformação innitesimal de coordenada entre tais sistemas coordenados
no espaço-tempo perturbado. Nesta seção, consideramos x˜α como as coordenadas de fundo. As
coordenadas de dois sistemas diferentes no espaço-tempo perturbado (que corresponde a dois
calibres) pelo xˆα e o x˜α, quando relacionados, se transformam na seguinte coordenada
xµ → x˜α = xˆα + ξα(xν) . (3.35)
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No espaço-tempo perturbado temos quantidades perturbadas correspondentes,
s = s(0) + δs ,
uα = u(0)α + δuα ,
Bαβ = B
(0)
αβ + δBαβ , (3.36)
Considere primeiramente os 4 escalares s. A quantidade completa s = s(0) + δs está no espaço
tempo perturbado. A transformação de calibre de δs é escrita da seguinte forma:
δ˜s(xα) = δˆs(xα)− s(0)′ξ0 . (3.37)
Em analogia da Eq (3.37), as perturbações vetoriais e em campos tensoriais nos dois calibres
são denidas como
˜δBαβ = ˆδBαβ − ξµ,αB(0)µβ − ξν,βBαν −B(0)αβ,µξµ . (3.38)






(0)β − u(0)α,β ξβ . (3.39)
3.2.3 Transformação do calibre das perturbações escalares da métrica
Na seção precedente, derivamos a lei da transformação que relaciona dois calibres arbitrários.
Aplicando a equação de transformação de calibre (3.38) às perturbaçoes da métrica, temos:
δg˜µν(x) = δgµν(x)− g(0)µβ (x)∂νξβ − g(0)αν (x)∂µξα − ξ0∂0g(0)µν (x) +O(ξ2) , (3.40)
onde substituímos a soma ξα∂αg
(0)
µν (x) pela ξ0∂0g
(0)
µν (x) pois a métrica de fundo depende somente
da coordenada temporal x0 = η. Notamos que ambos os lados desta equação são computados
para os mesmos valores da coordenada x nos dois calibres, que geralmente não correspondem
ao mesmo ponto físico. Suponhamos que ξ venha a ser da mesma ordem que as perturbação
da métrica ψ,Bi, φ e Eij e usamos a métrica de fundo. Consideramos uma transformação de
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coordenada geral (3.35) e separamos o tempo e as componentes espaciais como
x˜0 = x0 + ξ(η, ~x) ,
~˜x = ~x+ ~∇ζ(η, ~x) + ~ (η, ~x) , ~∇ · ~ = 0 , (3.41)
onde o vetor ~xi foi decomposto em um componente longitudinal ζ tal que o rotacional ~∇ζ
(
~∇× ~∇ζ = 0) e em um componente transversal ~ (~∇ ·~ = 0). As perturbações da métrica dos
dois sistemas coordenados são relacionadas nas quantidades perturbadas de primeira ordem,
como as transformações de calibre das coordenadas seguintes:
ψ˜(η, ~x) = ψ(η, ~x)− ξ′(η, ~x)− a
′
a
ξ(η, ~x) , (3.42)
B˜i(η, ~x) = Bi(η, ~x) + ∂iξ(~x, η)− ∂iζ ′(η, ~x)− ′i(η, ~x) , (3.43)
φ˜(η, ~x) = φ(η, ~x) +
1
3
∇2ζ(~x, η) + a
′
a
ξ(~x, η) , (3.44)












Temos as transformações de calibre das coordenadas das perturbações escalares que são as
seguintes:




B˜(η, ~x) = B(η, ~x) + ζ ′ − ξ0 ,




E˜(η, ~x) = E + ζ .
As combinações lineares das quatro funções φ, ψ, B, e o E invariantes de calibre são as duas
quantidades seguintes, chamadas Potenciais do Bardeen [74]:
Φ(η, ~x) = φ(η, ~x)− 1
a
[a(B(η, ~x)−E ′(η, ~x))]′,
Ψ (η, ~x) = ψ(η, ~x) +
a′
a
(B(η, ~x)− E ′(η, ~x)) . (3.46)
Essas quantidades são invariantes sob transformações de calibre.
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3.2.4 Perturbação do tensor de energia-momento
As perturbações da métrica estão relacionadas às perturbações do tensor energia-momento Tµν ,
com as equações de Einstein. A ordem linear nas perturbações do tensor energia-momento
(2.59) é dada da seguinte forma:
T 00 = (ρ
(0) + δρ) ,
T 0i = (ρ
(0) + p(0))vi = −T i0 ,
T ij = (p




i = 0 . (3.47)
























No calibre newtoniano (calibre longitudinal),E = B = 0 na equação (3.46). Assim os potenciais




(1 + 2φ(η, ~x))dη2 − (1− 2ψ(η, ~x))δijdxidxj
}
. (3.49)
É um calibre particularmente simples sendo aplicável para o modo de perturbações escalares
da métrica. As vantagens do calibre newtoniano são que a métrica perturbada é diagonal e as
perturbações da métrica φ(η, ~x) é o potencial gravitacional no limite newtoniano. Da expressão








gαρ (δgργ,β + δgβρ,γ − δgβγ,ρ) . (3.50)
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As componentes da conexão não perturbada nao nulas são
Γ000 = H , Γi0j = H δij , Γ0ij = H δij , Γi00 = Γ00i = Γijk = 0 .(3.51)
As únicas componentes não nulas da conexão am perturbadas são dadas por;
δΓ000 = φ




δΓ0ij = H[(−2φ− 2ψ − ψ′)δij] , (3.53)
δΓi0j = −ψ′δij , (3.54)
δΓijk = ψj δ
i
k − ψkδij + ψiδjk . (3.55)
Para escrever as equações de Einstein, precisamos da perturbação do tensor de Ricci (2.34)
δRµν = ∂α δΓ
α
µν − ∂µ δΓανα + δΓασα Γσµν + Γασα δΓσµν
− δΓασν Γσµα − Γασν δΓσµα . (3.56)
Os valores de fundo são dados por





enquanto os valores perturbados são dados por
δR00 = ∆φ+ 3ψ
′′ + 3Hψ′ + 3Hφ′ , (3.58)
δR0i = 2(ψ




−Hφ′ − 5Hψ′ − 2(H′ +H)φ− 2 (H)2 φ
− 2(H′ +H)ψ − 2 (H)2 ψ − ψ′′ + ∂k∂kψ −
)
δij
+∂i∂jψ − ∂i∂jφ . (3.60)
Os componentes do tensor de Einstein são
δG00 = a
−2[−2∆ψ + 6Hψ′ + 6H2φ] ,
δG0i = a
−2(2ψ − 2Hφ),i ,
δGi0 = a
−2(2ψ′ − 2Hφ),i ,
δGij = a
−2[2ψ′′ −∆(ψ − φ) + 2H(φ′ + 2ψ′) + (4H′ + 2H2)φ]δij + a−2[ψ − φ],i,j .(3.61)





Substituindo a métrica da Eq. (3.49) nas equações de Einstein, Eq. (3.62), e mantendo as
perturbações na ordem linear, podemos encontrar as equações das perturbações invariantes
calibre [74]:
∆Φ+−3H(Ψ ′ +HΦ) = 4piGa2δT 00,
(Ψ ′ +HΦ),i = 4piGδT 0i,
Ψ ′′ +H(2Ψ + Φ)′ + (2H +H2)Φ+ 1
2
∆(Φ− Ψ )δij − 1
2
(Φ− Ψ ),i,j = 4piGδT ij , (3.63)
onde as perturbações Φ e Ψ , no calibre invariante da métrica, são denidas nas Eqs.(3.46). As
equações da perturbação no calibre newtoniano têm as mesmas formas das Eqs. (3.63), com
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Φ = φ e Ψ = ψ. Para um modo co-móvel, de número de onda k, temos::
k2φ+ 3H (φ′ +Hψ) = 4piGa2δT 00 , (3.64)
k2 (φ′ +Hψ) = 4pi Ga2(ρ(0) + p(0))θ , (3.65)
φ′′ +H(ψ′ + 2φ′) + (2H′ −H2))ψ + k2
3
(φ− ψ) = 4pi
3
Ga2δT ii , (3.66)
k2(φ− ψ) = 12piGa2(ρ(0) + p(0))σ . (3.67)
A perturbação da equação (2.71), da conservação do tensor energia-momento, conduz a








µλ = 0 . (3.68)
Obtemos as duas equações (para µ = 0 e µ = i) no calibre newtoniano :













k2δ − k2σ + k2ψ . (3.69)
Comparando as Eqs. (3.69) e a Eq. (3.64) com as Eqs. (3.1)(3.3) temos um tratamento consis-
tente das perturbações do tensor da métrica e de energia-momento, que conduzem aos termos
adicionais comparados com as equações perturbadas de Euler, no caso não relativístico. É
difícil manipular as equações das perturbações, no calibre newtoniano, para obter uma única
equação para perturbação da densidade. Isto é feito mais facilmente no calibre síncrono.
3.2.6 Calibre síncrono
O calibre síncrono corresponde a φ = 0 e B = 0 na Eq. (3.31). O calibre síncrono pode
ser usado para as perturbaçoes escalares, vetoriais e tensoriais. Nesta seção, consideramos
somente perturbações escalares. A métrica de FLRW perturbada, no calibre síncrono, é escrita
geralmente como:
ds2 = a2(η){dη2 − (δij + hij)dxidxj} . (3.70)
A perturbação hij pode se decompor da seguinte forma








onde as componentes h e h
‖
ij representam as partes escalares e h
⊥
ij é a parte vetorial e nalmente
hTij a parte tensorial. Por denição, temos
ijk∂j∂lh
‖
lk = 0 , ∂i∂jh
⊥
ij = 0 , ∂ih
T











h⊥ij = ∂iVj + ∂jVi , ∂iVi = 0 . (3.73)





ij representam os modos vetorial e tensorial, respectivamente. Introduzimos











, ~k = kkˆ . (3.74)
Na teoria das perturbações de primeira ordem, cada componente de Fourier evolui de forma
independente. Podemos assim estudar apenas a evolução de um único componente de Fourier,
com algum vetor de onda arbitrário k. Vamos agora derivar a lei da transformação de calibre,
que relaciona o calibre síncrono e o calibre newtoniano. Podemos decompor as transformações
de Bi e Eij acima em componentes longitudinais e transversais:
B˜
‖
i (η, ~x) = B
‖
i (η, ~x) + ∂iξ(~x, η)− ∂iζ ′(η, ~x) ,
B˜⊥i (η, ~x) = B
⊥













E˜⊥ij (η, ~x) = E
⊥
ij (η, ~x)− (∂ij + ∂ji) ,
E˜Tij(η, ~x) = E
T
ij(η, ~x) , (3.76)
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ij obedecem à Eq. (3.72). As
Eqs. (3.2.3)(3.76), descrevem a transformação das perturbações da métrica sob uma transfor-
mação coordenada innitesimal geral. Podemos agora usar as equações (3.2.3), para relacionar
as perturbações escalares da métrica (φ, ψ), no calibre newtoniano conforme, com o calibre




, as coordenadas síncronas e xˆµ, as coordenadas
newtonianas, sendo x˜µ = xˆµ + ξµ. Usando as Eqs. (3.75)(3.76), obtemos
ξ(η, ~x) = ζ ′(η, ~x) + χ(η) , (3.77)
i(~x, η) = i(~x) , (3.78)
h
‖






ζ(η, ~x) , (3.79)
∂ij + ∂ji = 0 , (3.80)
onde χ(η) é uma função arbitrária do tempo, reetindo a liberdade de calibre associada com
transformação coordenada: x˜0 = x0 + χ(η), x˜i = xi. Esta transformação corresponde a uma
redenição global das unidades de tempo sem o signicado físico, consequentemente ajustaremos
χ = 0 e das Eqs. (3.42)- -(3.44) obteremos
ψ(η, ~x) = +ζ ′′(η, ~x) +
a′
a
ζ ′(η, ~x) ,







ζ ′(η, ~x) , (3.81)
e ζ é determinado por h‖ na equação (3.79). Em termos de h e de β introduzidos na equação
(3.74), h
‖










h(~k, η) + 6β(~k, η)
}
, ~k = kkˆ . (3.82)
Comparando o h
‖
ij nas equações (3.79, 3.82), podemos obter ζ :










Então das equações(3.81), os potenciais φ e ψ do calibre newtoniano são relacionados aos









h′(η,~k) + 6β ′(η,~k)
]}
,





h′(η,~k) + 6β ′(η,~k)
]
. (3.84)




ij , são nulas dentro de ambos
os calibres. Assim, no calibre síncrono, as equações perturbadas de Einstein de primeira ordem,
são da seguinte forma:
k2β − 1
2
Hh′ = 4piGa2δT 00 , (3.85)
k2β ′ = 4piGa2(ρ(0) + p(0))θ , (3.86)
h′′ + 2Hh′ − 2k2β = −8piGa2δT ii , (3.87)
h′′ + 6β ′′ + 2H (h′ + 6β ′)− 2k2β = −24piGa2(ρ(0) + p(0))Θ . (3.88)
As equações de conservação do tensor energia-momento são:



















k2δ − k2Θ . (3.89)
Usando as transformações do tempo conforme-cósmico (3.26), (3.28) temos as equações ((3.89),





Hh˙ = 4piGδT 00 , (3.90)




β = −8piGδT ii , (3.92)







β = −24piG(ρ(0) + p(0))Θ , (3.93)
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onde o ponto signica a derivada no tempo cósmico t. As equações de conservação da seguinte
forma:






























h˙ = 4piG(1 + 3c2s)δ ,





(ω − c2s )δ ,










Neste capítulo revisaremos alguns dos mais importantes fenômenos cosmológicos que permitem
testar as observações teóricas. Discutiremos o espectro de potência de utuações da densidade,
a correlação das estruturas de grande escala, as supernovas do tipo Ia, a radiação cósmica de
fundo e as oscilações acústicas dos bárions.
4.1 O espectro de potência de utuações da densidade






onde ρ(x) é a densidade em ~x e ρ¯ é a densidade média do universo. Denimos também δk,
como a transformada de Fourier de δ(~x), da seguinte forma:
δk =
∫
δ(~x) exp(i~k.~x)d3~x . (4.2)
No capítulo precedente, mostramos uma descrição qualitativa de como a quantidade δk evolui
com o tempo. Derivamos as equações exatas que descrevem a evolução completa no regime
linear. A pergunta principal a responder é: como comparar a teoria com as observações?
Naturalmente, uma aproximação qualitativa seria comparar a distribuição das galáxias no céu
observado com um mapa produzido para uma simulação numérica. A quantidade básica é então
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a função de correlação das galaxias, que é uma medida do grau de aglomeração na distribuição
espacial ou angular das galáxias:
dP = n¯2[1 + ξ(r12)]dV1dV2 , (4.3)
onde n¯ é a densidade média das galáxias, dV1 e dV2 são os elementos de volume centrados
sobre duas galáxias e r12 a separação de pares. A função espacial ξ(~r), de dois pontos ou de
auto-correlação, é denida como a probabilidade adicional, comparada com aquela esperada
para uma distribuição aleatória, de encontrar um par de galáxias em uma separação r12:





δ(~x)δ(~x+ ~r)d3~x . (4.4)
O suporte denota uma média sobre algum volume V . A função da correlação avalia como
as utuações de densidade, analisadas em dois pontos separados por uma distância ~r, estão
correlacionadas. Aqui ξ não depende da posição absoluta ~x, e sim da distância de separação
entre os dois pontos. Além disso, a isotropia do universo implica que a função depende somente
do módulo r de ~r, isto é, da distância entre os dois pontos. Tomando a transformada de Fourier





Podemos mostrar que a relação entre o espectro de potência e a transformada de Fourier do
contraste de densidade δk. O P (k) está relacionado à variação do campo de densidade no





O espectro de potência em um número de onda k dado, é uma medida do aglomeração em
uma escala λ ≈ 2/k. O espectro de potência é a quantidade chave para compararmos a teoria
às observações da distribuição de galáxias em grandes escalas. Uma exigência fundamental de
todo modelo cosmológico bem sucedido é então prever um espectro de potência da matéria
que esteja de acordo com as observações. As utuações, em uma determinada escala, são














d ln k . (4.7)
Observamos que a função de correlação de dois pontos (ou equivalente, o espectro de potência)
codica toda a informação nas propriedades estatísticas, do campo de densidade, somente se as
utuações desse campo forem gaussianas. O campo não-gaussiano, é denido igualmente em
seus momentos de mais alta ordem, partindo da função de correlação de três pontos (e assim
por diante); enquanto que para um campo gaussiano os momentos de ordem superior são nulos
(se forem ímpares) ou podem ser expressa em termos da função de correlação de dois pontos (se
forem ímpares). Uma vez que a evolução linear não muda as fases, satisfaz as exigências para
que as perturbações iniciais sejam gaussianas, como no caso de utuações produzidas durante
a inação. Contudo, geralmente, a gaussianadade das utuações é uma suposição que deve que
ser testada. Essa tarefa foi realizada, resultando em que as utuações iniciais são altamente
gaussianas.
O espectro de potência primordial é interpretado como utuações que emergem do período
inacionário. A amplitude das utuações em escalas diferentes do comprimento, ou nas escalas
diferentes, é descrita equivalentemente pelo espectro de potência. O espectro de potência
primordial supostamente tem uma dependência de lei de potência com escala, isto é P (k) ∝ kn.
Existe uma proposta, sugerida independentemente por Harrison [75]e por Zel'dovich [76] de
que o espectro de potência, invariante de escala, é descrito pelo índice espectral n = 1. No
caso, as utuações em escalas diferentes do comprimento correspondem à mesma amplitude
das utuações no potencial gravitacional. O espectro de potência primordial é expressado em
termos de uma função de transferência, como segue:
P (k, z) = A(z)kn−1T (k, z) , (4.8)
onde A(z) é o fator da normalização, que deve ser determinado observacionalmente. As medidas
diretas do espectro potência podem ser obtidas da dinâmica das galáxias nas avaliações ou da
distorção da imagem das galáxias fracas devido às lentes gravitacionais. Conduz para escrever
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a função de transferência como segue:




onde zi é algum desvio para o vermelho inicial relativo ao espectro de potência primordial.
4.2 Supernovas do tipo Ia
O teste cosmológico de supernovas do tipo Ia foi fundamental para a descoberta da expansão
acelerada do universo em 1998. As supernovas são objetos astronômicos que podem ser usados
como velas padrões para medir distâncias cosmológicas. Há dois tipos de supernovas: tipo I,
as quais não têm linhas de hidrogênio no espectro ótico; e as do tipo II, que possuem as linhas
de hidrogênio. As supernovas de tipo I se subdividem em Ia que possuem linhas de silício (Si)
no espectro, tipo Ib, que têm linhas de hélio (He) no espectro, e por último, as do tipo Ic, que
têm linhas tanto de He como de Si nos seus espectros. As supernovas I aparecem geralmente
em galáxias elípticas, enquanto as supernovas tipo II são encontradas em galáxias espirais. O
mecanismo de formação das supernovas Ia é a explosão termonuclear nas estrelas anãs brancas,
enquanto as supernovas II surgem do colapso de estrelas massivas que evoluem rapidamente.
As distâncias de supernovas Ia estão baseadas em relações empíricas que conectam a forma da
curva de luz com o máximo de luminosidade. As observações fornecem as medidas da magnitude
aparente m(z) das supernovas no brilho máximo, que inclui efeitos de correção para a extinção
galáctica, correções-K e correção da largura luminosidade das curvas de luz. A magnitude
aparente resultante m(z) é relacionada a distância de luminosidade DL(z) da seguinte forma:
m(z) = M¯(M,H0) + 5log10(DL(z)) , (4.10)
onde, para um modelo cosmológico plano, temos





H(z′; a1, ..., an)
, (4.11)
que é a distância media da luminosidade de Hubble (H0dL), a1, ..., an são os parâmetros do
modelo teórico e M¯ é a magnitude do ponto zero deslocado, a qual depende da magnitude
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absoluta M e do parâmetro atual de Hubble H0 como:




, = M − 5log10h + 42.38 . (4.12)
O parâmetro M é a magnitude absoluta que supostamente é constante, que após as correções
mencionadas acima, foram includas emm(z). Os pontos de dados do conjunto da amostra Gold
são dados após as correções serem implantadas, em termos do módulo da distância
µGobs(zi) ≡ mGobs(zi)−M (4.13)
O conjunto de dados de Supernova Legacy Survey (SNLS) apresenta para cada ponto o fator
s do estiramento, usado para calibrar a magnitude absoluta e o parâmetro c de quadro resto,
o que principalmente mede a extinção da galáxia pela poeira. Assim, o módulo da distância




obs (zi)−M + α(si − 1)− βci , (4.14)
os quais são colocados junto com os parâmetros teóricos usando um procedimento recursivo.
Os parâmetros do modelo teórico são determinados minimizando χ quadrado










Supernovas do tipo Ia são velas padrões, isto é, conhecemos sua distância intrínseca da lumi-
nosidade e temos a seguinte expressão:
As supernovas do tipo Ia são importantes, porque fornecem evidência para a expansão acele-
rada do universo [10,11], apontando assim a presença de uma forma de energia não-convencional
chamada de energia escura, que é a parte dominante de energia do universo. A distribuição de
probabilidade para os parâmetros a1, ..., an é:
P (a1, ..., an) = N e−χ2(a1,...,an)/2 , (4.16)
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onde N é a constante da normalização. Se a informação é previamente conhecida em algum dos
parâmetros a1, . . . , an então podemos conhecer um ou outro dos parâmetros usando a informa-
ção prévia ou marginalizando. Para isso calcula-se a média da distribuição de probabilidade
em torno do valor conhecido dos parâmetros com um prior apropriado na distribuição de
probabilidade. Na década passada, muitos conjunto de dados de SNIa estiveram lançados,
quando o número e a qualidade de SNIa aumentarem continuamente. Os conjunto de dados
os mais familiares de SNIa incluem, por exemplo Gold04, Gold06, SNLS, ESSENCE, SDSS, e,
recentemente, Union, Constitution.
4.3 Radiação cósmica de fundo (CMB)
Consideramos os dados observacionais de CMB. Usamos de os priores da distância WMAP
dados para as observações de 7 anos WMAP. Os priores da distância incluem o parâmetro














4.4 Oscilações da acústica do bárion (BAO)
Em seguida consideramos os dados observacionais de BAO. Uma medida efetiva da distância é











O tamanho do pico acústico da oscilação do bárion pode ser usado a como uma régua cos-
mológica padrão para vincular o parâmetros cosmológico. Este pico pode ser denotado pelo























Dinâmica cosmológica do modelo de
Rastall
Nesse capítulo consideramos uma modicação das equações de Einstein, onde a condição de
conservação do tensor energia-momento não é vericada, e investigamos as mudanças que são
introduzidas no que diz respeito aos modelos cosmológicos.
5.1 Modelo de Rastall
A teoria de Rastall [1] é uma teoria de gravidade na qual o tensor energia-momento não é
conservado. As fundamentações teóricas da não conservação do tensor energia-momento, no
espaço-tempo curvo, foram postas por Rastall. Ele modicou a conservação usual supondo que
a divergência do tensor energia-momento é dependente da curvatura escalar. Mostrou também
que isso pode ser compatível com experimentos clássicos do sistema solar e cosmológicos. Esta
curvatura escalar, naturalmente, desaparece no espaço-tempo plano e assim, na relatividade
restrita, a conservação do tensor energia-momento é restaurada. A modicação de Rastall das
equações de Einstein é baseada na observação de que a divergência do tensor energia-momento
sendo zero não é uma exigência teórica necessária. Rastall supõe que a divergência de T µν é
proporcional à variação da curvatura escalar R. A suposição é escrita da seguinte forma:
T µν ;µ = λR;ν , (5.1)
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onde λ é uma constante real. A exigência geral da consistência para as equações de campo




δµνR);µ = 0 , (5.2)
onde Rµν é o tensor de Ricci. Usando essa relação podemos reescrever as equações de campo
generalizadas, da seguinte forma:
Rµν + (κλ− 1
2
)gµνR = κTµν . (5.3)
Contraindo µ com ν, obtemos
(4κλ− 1)R = κT , (5.4)
com κλ 6= 1
4
, onde podemos reescrever (5.3) como
Rµν − 1
2






4κλ− 1gµνT . (5.5)










onde T µµ = T . O limite de Einstein é obtido quando λ → 0 e κ → 8piG, onde G é a constante
gravitacional. No vácuo, Tµν = 0, e as equações modicadas de campo coincidem exatamente
com aquelas da relatividade geral padrão, Rµν = 0. Isso implica que os testes da relatividade
geral, a existência das singularidades, os buracos negros e todas as características conectadas











onde T ′µν é dado por um uido perfeito como:
Tµν = (ρ
′ + p′)uµuν − p′gµν , (5.8)
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onde
ρ′ = (1− 4κλ)−1[((1− 3κλ)ρ)− 3κλp] ,
p′ = (1− 4κλ)−1[−κλρ+ (1− κλ)p] , (5.9)
5.2 Dinâmica cosmológica do modelo de Rastall
Equações do campos




gµνR = κTµν , (5.10)




onde κ = 8piG. A teoria da relatividade geral, com a conservação usual do tensor energia-











T µν ;µ =
γ − 1
2




2λ′ − 1 , (5.14)
onde T = gµνT
µν
e γ 6= 3
2
. Além disso, γ = 1 (que corresponde a λ′ = 1), implica na relatividade
geral. Nestas equações a constante γ é um parâmetro real arbitrário. Supomos que γ é um
parâmetro gravitacional universal, que é o mesmo para todos os sistemas físicos, e que γ 6= 1. A
Eq (5.13) mostra então que tais sistemas estão caracterizados pelo T e que, quando constante,
o valor da divergência deve então ser zero. Nessa teoria, a matéria covariamente conservada
implica necessariamente que T = 0. De forma particular, as equações de campo modicadas
são equivalentes as equações do modelo padrão para a era da radiação..
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5.3 Dinâmica do fundo
Para deduzir as equações de movimento desse modelo, usamos as equações de Rastall na forma
precedente (5.13), a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (2.57) e o tensor energia-momento























(1 + ωx)ρx =
γ − 1
2
(1− 3ωx)ρ˙x . (5.17)
O índice x se refere a um uido perfeito que segue a estrutura de Rastall. A última equação




Observe que toda esta formulação é equivalente à relatividade geral, onde o uido perfeito teria
uma equação de estado efetiva dada por:
ωeff =
γ − 1 + (5− 3γ)ωx
3− γ + 3(γ − 1)ωx . (5.19)
Um caso particular interessante, é ωx = −1, o que implica ωeff = −1, que modela a constante
cosmológica.
A divergência nula do tensor energia-momento não é uma exigência fundamental [77], não
obstante, geralmente aceitou-se que isso implicaria em uma teoria conservativa [78]. Conse-
quentemente, foi feito um esforço considerável para mostrar que esta consequência implicaria
na conservação do tensor energia-momento e do momento angular global [76]. Não obstante,
esta exigência não entra em uma denição mais geral de uma teoria métrica [79]. Se olharmos
o problema a partir do ponto de vista matemático, de acordo com teoremas muito gerais, o
tensor energia-momento é conservado somente se a ação da matéria for um escalar [2]. Uma
aproximação post-newtoniano completa da teoria de Rastall é dada por Smalley [80] o qual
mostrou que a teoria de Rastall é uma teoria conservada, mas a formulação lagrangiana não
é conhecida. Subsequentemente ele introduziu uma teoria gravitacional modicada, tipo a de
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Brand-Dicke [81, 82], que incorpora a suposição de Rastall. As equações de campo da relativi-
dade geral modicada (RGM) de Rastall, não podem ser derivadas de um princípio variacional,
contudo, um protótipo desta RGM pode ser derivado de um princípio variacional, mas contendo
uma constante gravitacional variável [83].
5.4 Análise perturbativa: Fluido perfeito
Consideramos na teoria de Rastall o comportamento de um uido caracterizado, por exemplo,
por uma equação do estado p = ωρ, com ω constante. As predições da teoria de Rastall, em
uma descrição de uido perfeito, é equivalente, do ponto de vista do fundo, às previsões da
relatividade geral, quando um uido com equação de estado de tipo p = ωeffρ, onde ωeff é
denido na relação (5.19). Neste sentido, com esta identicação, uma teoria pode ser traçada
na outra.
No nível perturbativo, contudo, esta equivalência não é evidente. Entretanto, na referên-
cia [84], um estudo perturbativo foi realizado, considerando apenas um uido, obedecendo a
estrutura da teoria de Rastall. A descrição do uido foi mantida durante todo o tempo do
cálculo. As equações nais revelam os mesmos resultados da relatividade geral, desde que a
identicação (5.19) seja feita. A equivalência permanece no nível perturbativo.
Um dos problemas mais importantes hoje na cosmologia é a descrição da energia escura. A
energia escura exige a pressão negativa e, a nível perturbativo, um uido com pressão negativa é
instável em pequenas escalas [85]. A teoria de Rastall abre uma nova possibilidade, mas quanto
mais permanecemos no nível de uma descrição de uido, e com um modelo de um uido, parece
que os mesmos problemas permanecem: uma pressão efetiva negativa é exigida a nível do fundo,
e esta conduz às instabilidades a nível perturbativo, usando os resultados da referência [84].
Mas, como já discutido anteriormente na introdução e na seção precedente, podemos con-
siderar o modelo de dois uidos, um deles representando os bárions. Isto permite considerar
os dados observacionais para restringir o modelo, de fato, o espectro de potência refere-se ao
componente bariônico. Ou seja está relacionado a um uido com a pressão efetiva zero, o que
assegura o colapso gravitacional e conduz a formação de estruturas locais. O outro uido segue
a estrutura de Rastall, aqui considerado como a componente escuro do universo. Para ser espe-
cíco, este uido exótíco será tomado tendo a pressão zero, conduzindo a uma equação efetiva
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do parâmetro de estado
ωeff =
γ − 1
3− γ ωx = 0 . (5.20)
Nesta situação, a aceleração do universo pode ser conseguida se γ < 1 ou γ > 3. Além disso,




+ Ω0 . (5.21)
5.5 Modelo de dois uidos
Como o nosso interesse é vericar o comportamento das utuações escalares no modelo de
Rastall, teremos que perturbar as equações de campo (5.12) e (5.13), juntamente com o tensor
energia-momento. Ao analisar o modelo perturbado de Rastall, consideraremos um modelo com
dois uidos. A razão é que os bárions claramente existem, e há boas evidências observacionais
de que os bárions podem ser modelados como matéria sem pressão. Isto indica que os bárions
não podem ser introduzidos diretamente nas equações (5.10) e (5.11) adicionando um novo
tensor energia-momento na equação (5.10). Isso nos diz que: se a estrutura original da teoria
de Rastall é preservada, ainda que o uido possua pressão identicamente nula, a velocidade
efetiva do som não é nula. Por esta razão, consideraremos as equações (5.12) e (5.13), a
estrutura fundamental do modelo com dois uidos, que inclui os bárions, implica na adição de
um segundo tensor energia-momento, o qual obedece a lei de conservação usual. Esse tensor
energia-momento adicional, vai representar a componente bariônica.
Aqui, consideraremos um modelo cosmológico com dois uidos, um obedecendo a estrutura
de Rastall, sem a conservação usual do tensor energia-momento correspondente, e o outro que
obedece a lei de conservação tradicional da relatividade geral. Sob estas condições, as equações


















T µνx ;µ =
γ − 1
2
T ;νx , (5.23)
T µνm ;µ = 0 . (5.24)
Os índices x e m designam as componentes exótica e bariônica da matéria, respectivamente.
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O universo é homogêneo e isotrópico, pelo menos nas escalas maiores do que 100Mpc. Em
escalas sucientemente grandes, pode ser representado aproximativamente pela métrica FLRW
(2.57). Os tensores energia-momento que aparecem nas equações (5.22) e (5.24) são descritos
da seguinte forma:
T µνm = (ρm + pm)u
µuν − pmgµν , (5.25)
T µνx = (ρx + px)u
µuν − pxgµν . (5.26)
Sendo ρm é a componente (bariônica) da matéria, sua pressão é igual a zero, pm = 0. Para
o segundo uido, supomos a equação de estado barotrópica tal que px = ωxρx, com ωx sendo
constante. Introduzindo a métrica FLRW nas equações de campo, (5.22)-(5.24), nas formas
acima para os tensores do energia-momento, e especializando-se para o caso plano (k = 0),




























(1 + ωx)ρx =
γ − 1
2




ρm = 0 . (5.30)
























5.6 Perturbações lineares no modelo de dois uidos
Consideremos agora a perturbação dos dois modelos de uido. Trabalharemos dentro do calibre
síncrono hµ0 = 0. Desde que os modos de interesse para o espectro de potência da matéria
estejam dentro do horizonte, os resultados não são sensíveis ao uso de um calibre ou de outros,
ou mesmo um formalismo invariante de calibre.
Na condição do calibre síncrono, introduzimos as perturbações na métrica e nas funções da
matéria,
ρx = ρx0 + δρx , ρm = ρm0 + δρm , um = um0 + δum , (5.35)
px = px0 + δpx , pm = pm0 + δpm , ux = ux0 + δux , (5.36)
gµν = g
0
µν + hµν , hµ0 = 0. (5.37)
Nas expressões ((5.35)-(5.37)), o índice 0 indica o fundo, as funções e δρm, δρx, δpm, δpx, δum,
δux, hµν indicam quantidades perturbadas na densidade, na pressão, na quadri-velocidade e na
métrica, quando hµ0 = 0, dene a condição coordenada. Ambos os uidos têm a pressão zero,
logo xamos px = pm = 0. Além disso, se desconsiderarmos as perturbaçoes entrópicas (que
podem conduzir aos efeitos interessantes novos da estrutura atual) podemos xar δpx = δpm =
0.
Introduzindo as perturbações dos dois uidos na Eq. (3.95) e permanecendo a nível linear,









(1 + 3ωeff)δx + δm
)
,
δ˙x + (1 + ωeff)(θx − h˙
2
) = 0 ,






δx = 0 , (5.38)
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δ˙x = − 2




























Com o objectivo de integrar as equações perturbadas (5.39) e (5.41) numericamente, é mais
conveniente que se use o fator de escala a, como variável dinâmica, uma vez que ele é diretamente
conectado ao desvio para o vermelho z = −1+ 1
a
, que é uma quantidade adimensional (que xa

































































com os dados observacionais do programa observacional 2dFGRS [86]. Para xar a condição
inicial usamos a função de transferência de BBKS [87,88], e aplicamos a prescrição descrita na
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(P iok − P itk)2
σ2i
, (5.50)
onde P iok são os i-ésimos dados observacionais, σ2i é a margem de erro, P itk é a previsão teórica
correspondente. A função de distribuição de probabilidade (PDF) é dada por:
P (γ,Ω0) = Ae
−χ2/2, (5.51)
onde A é uma constante de normalização. Como indicado, a PDF depende de dois parâmetros
livres, a densidade da matéria bariônica Ω0 e o parâmetro de γ, que caracteriza o desvio da
teoria de Einstein. Marginalizando (integrando) em um dos parâmetros, obtemos a PDF de
uma dimensão para o parâmetro livre restante. Os resultados são mostrados na gura 5.1. A
probabilidade é altamente concentrada ao redor de γ = 1, que corresponde a teoria de Einstein
- ela admite um leve desvio se o parâmetro da matéria bariônica é alto, quase sem o uido
exótico. Este resultado pode ser compreendido facilmente: quando o parâmetro γ difere de
γ = 1, oscilações ou um comportamento exponencial (dependendo se γ é menor ou maior que
1) é induzido respectivamente no uido exótico, e isto é transferido para o uido da matéria.
Observamos que se Ωx0 ∼ 0, implicando Ω0 ∼ 1, os desvios de γ = 1 serão os maiores possíveis.
Daqui, podemos concluir que o valor γ = 1 é a previsão obtida pelo espectro de potência da
matéria, com uma precisão da ordem de 10−5 (veja gs 5.1,2,3). De fato, o melhor ajuste é
conseguido para γ = 1 , Ω0 ∼ 0, 79, χ2 = 0, 38 por grau de liberdade. O melhor ajuste para
o modelo ΛCDM tem o mesmo χ2. Esse resultado mostra que a teoria de Rastall se reduz a
relatividade geral.
5.7 Modelo Campo escalar da Teoria de Rastall
5.7.1 Análise perturbativa do campo escalar.
O resultado descrito na seção anterior é restringido a uma formulação hidrodinâmica de ambas
as componentes. Este componente exótica é representada melhor por um campo escalar do que
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Figura 5.1: Acima, a função da distribuição da probabilidade bidimensional (PDF) para a densidade da
matéria Ω0 e o parâmetro de γ, na esquerda, a PDF de uma dimensão para o parâmetro de γ, e à direita a PDF
de uma dimensão para o parâmetro da densidade da matéria Ω0
.
como um uido perfeito. É muito difícil que um uido usual possa apresentar os comportamen-
tos exóticos conectados com a matéria escura e a energia escura, ou mesmo cumprir a nova lei
de conservação imposta pela teoria de Rastall. Neste sentido, vamos considerar uma simples
descrição de campo. O tensor energia-momento deste campo é dado por:
Tµν = φ;µφ;ν − 1
2
gµνφ
;ρφ;ρ + gµνV (φ) . (5.52)
77
onde ; é a derivada covariante. Se impormos a lei de conservação usual para o tensor energia-
momento T µν ;µ = 0, obtemos a equação usual de Klein-Gordon:
∇ρ∇ρφ = −Vφ(φ) , (5.53)
onde Vφ(φ) é a derivada em relação a φ. Contudo, agora a lei de conservação deve ser descrita
como na equação (5.13), e o campo escalar deve agora obedecer a seguinte equação:









Tµν + φ;µφ;ν − 2− γ
2
gµνφ;ρφ
;ρ + gµν(3− 2γ)V (φ)
]
. (5.55)
Nessa descrição de campo escalar, para a teoria de Rastall, vemos algumas semelhanças entre os
modelos de k-essência [46]. Os modelos de k-essência podem apresentar problemas de velocidade
do som negativa, como mencionado em [90].
Uma vantagem clara em usar a representação do campo escalar, é que ela evita os problemas
da representação de uido dos componentes com pressão negativa relativa com a velocidade
do som. Contudo, enquanto isto é claro no caso usual, com as equações do Einstein acoplada
a equação ordinária de Klein-Gordon, é menos claro no âmbito da teoria de Rastall. Am
de investigar as limitações de espectro de potência para esta formulação da teoria de Rastall,
tomamos a gravidade do sistema acoplando Matéria + Campo escalar + Rastall, escrito numa


















T µν ;µ = 0 . (5.58)
Agora, suponhamos que o campo escalar tenha pressão zero. A energia e a pressão do campo
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− V (φ), (5.60)
a condição da pressão zero implica φ˙2/2 = V , conduzindo a ρφ = φ˙
2
. Do ponto de vista do
fundo, não há nenhuma diferença entre a aproximação do uido ou do campo escalar. Mas a
nível perturbativo a diferencia é signicativa, como veremos adiante.
No calibre síncrona, as equações perturbadas correspondentes ao sistema descrito por (5.56)-


















Ψ = φ˙δ˙ , (5.62)
onde Ψ = δφ e δ é o contraste da densidade de componente da matéria como na seção precedente.





























+ (3− 2γ) Vφφ
f 2(a)
}


























A função f(a) é denida como em (5.48).
Executamos a mesma análise estatística de seção anterior e outra vez impomos as condições
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iniciais usando a função de transferência de BBKS. Os resultados são mostrados na gura 5.2.
A diferença principal é que há agora duas regiões relevantes no espaço dos parâmetros Ω0 e γ
: uma em torno de γ = 1, com uma alta densidade de probabilidade (PDF), e a outra próxima
a γ = 0, com densidade menor. A região em torno de γ = 1, tem probabilidades altas, a região
próxima a γ = 0, tem probabilidades menores, mas se estende por uma grande região veja-se g
5.2. A consequência é que, após a marginalização com respeito Ω0, há dois picos na densidade
de probabilidade de γ: um próximo a γ = 1 e um outro próximo a γ = 0. O segundo pico
é mais alto. Achamos que este é um efeito da extensão da região entorno do ponto γ = 0,
que parece compensar as probabilidades mais altas em torno de γ = 1. Há igualmente duas
máximas na PDF de Ω0, uma próxima de Ω0 = 0 e uma outra próxima de Ω0 = 1. O melhor
ajuste é conseguido para γ = 1, 02 e Ω0 = 0, 72 com χ
2
por grau de liberdade igual a 0, 30,
sendo ainda melhor que o do modelo ΛCDM. A PDF vai rapidamente a zero para γ < 0. Ainda
a respeito do máximo próximo a γ = 0, os valores de γ e Ω0, nesta região, implicam em χ
2
entorno de 0, 33, que é mais elevado que o valor de χ2 para γ ∼ 1, mas que ainda é menor que
o melhor ajuste de ΛCDM.
































Figura 5.2: Acima, a função da distribuição da probabilidade bidimensional (PDF) para a densidade da
matéria Ω0 e o parâmetro γ, na esquerda, a PDF de uma dimensão para o parâmetro de γ, e à direita a PDF
de uma dimensão para o parâmetro da densidade da matéria Ω0.
.
5.8 Conclusão
Neste capítulo, investigamos a suposição de Rastall, da modicação da relatividade geral,
quanto ao problema da formação de estrutura. Essa suposição equivale a mudar a lei de
conservação usual da relatividade geral. Nesse sentido, do ponto de vista dinâmico, podemos
ver como se modica a equação de estado para um uido perfeito dado. Portanto, a teoria de
Rastall pode ser interessante a m, de obter uma expansão acelerada do universo sem introdu-
zir uidos exóticos. Por exemplo, os uidos com pressão positiva ou nula, podem induzir uma
dinâmica típica dos uidos de pressão negativa. Esse comportamento já tem sido observado,
por exemplo, dentro da teoria de Brans-Dicke.
Nossos resultados indicam que a teoria de Rastall enfrenta muitos problemas a nível pertur-
bativo. Considerando um universo homogêneo e isotrópico por exemplo, a equação de estado
efetiva do fundo é reproduzida inteiramente a nível perturbativo, conduzindo a altas instabi-
lidades, quando a equação de estado efetiva implica numa pressão negativa. Uma forma de
escapar disso é considerarmos um modelo de dois uidos, um que é conservado, e outro que
cumpre a suposição de Rastall. Os resultados indicam uma conguração que reduz a teoria de
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Rastall à relatividade geral.
Quando mantemos a estrutura de dois componentes que obedecem leis de conservação di-
ferentes, mas com um campo escalar de interação, considerado como um uido de Rastall,
surgem características mais interessantes. Em particular, a proposta de Rastall pode ser con-
siderada como uma modicação da equação de Klein-Gordon, similarmente ao que acontece
nas teorias de k-Essência [91]. Outra vez a conguração que corresponde à relatividade geral
é favorecida, mas outras congurações com γ ≈ 0 são igualmente possíveis, mesmo se algumas
subtilezas estatísticas aparecerem. Todas estas considerações parecem indicar a especicidade
da relatividade geral e da teoria de Rastall.
Uma maneira possível para implementar a suposição feita por Rastall é considerar a modica-
ção da lei usual de conservação como uma manifestação de efeitos quânticos (como a produção
de partículas) no espírito da referência [92]. A produção de partículas em um universo de ex-
pansão pode conduzir aos termos novos na usual lei de conservação. Em todo caso, parece claro
essa formação de estrutura que pede um uido que se comporte no fundo e a nível perturbativo
com a pressão efetiva zero (do contrário nenhuma aglomeração de matéria poderia ecazmente
ocorrer), e esta levanta um questionamento em relação a estrutura original da teoria de Rastall.
Em algum sentido, isto já tem sido observado, conforme a referência [93], forçando os autores
desse trabalho a usar apenas um uido para caber dados das supernovas do tipo Ia. Mas, tal
procedimento parece ser impossível, por causa do problema da formação de estrutura. Outros
métodos observacionais, como CMB, podem ser usados para reforçar a teoria de Rastall. Mas,
os resultados obtidos nesse capítulo parecem-nos ser sucientes para indicar essas diculdades
da teoria de Rastall, quando confrontada com os dados observacionais.
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Capítulo 6
O modelo de unicação com campo
escalar de Rastall
O gás Chaplygin tem problemas com os testes observacionais, o cenário geral que emerge destes
testes não é uniforme. Os testes de CMB [94,95] favorecem uma cenário em torno de α = 0 qual
reduz essencialmente o modelo GCG ao modelo ΛCDM. Por outro lado os testes de SN Ia [67,68]
favorecem valores negativos de α. Uma versão escalar-tensorial canônico do gás de Chaplygin
é inviável por causa de cs = 1. Vamos então tentar construir uma versão escalar-tensorial do
gás de Chaplygin usando a teoria de Rastall.
6.1 A velocidade do som do campo escalar na teoria de
Rastall
Em [96], os autores estudaram o caso que corresponde a γ = 2, que pode reproduzir o cenário de
ΛCDM no fundo e a nível perturbativo. Uma explicação possível para o sucesso do caso γ = 2
de Rastall é devido ao fato de ter uma velocidade de som nula para modelos escalares, como




faz sentido considerar seu valor no referencial onde a substância cujo colapso está sendo investi-
gado está em repouso; denotamos essa quantidade como cˆs. Seguindo a Referência [97], usamos
a forma:
δp = cˆs








que relaciona as perturbações da pressão às da densidade de energia ambas em um calibre
genérico, através de cˆs
2
. Nesta fórmula, c2a é a velocidade do som adiabática, denida como
c2a := p˙/ρ˙ e que, para o campo escalar de Rastall que estamos investigando, tem a forma:
c2a =
3H(2− γ)φ˙0 + 2(3− 2γ)V,φ
3Hγφ˙0
, (6.2)
onde usamos Eqs. (7.2), (7.4) e a equação do movimento (7.9). Além disso, na fórmula (6.1),
ω := p/ρ, k é o numero de onda co-móvel em uma decomposição do modo normal e θ é denida
através de
a(ρ+ p)θ := ∂iδT 0i = φ˙0∂
iδφ,i . (6.3)
Substituindo em Eq. (6.1) as expressões para δρ e δp, o que encontramos na Eqs. (7.5) e (7.7),









γφ˙0 ˙δφ− γΦφ˙02 + (3− 2γ)V,φδφ+ 3Hφ˙0δφ
]
, (6.4)
na qual dá claramente que cˆs
2 = (2−γ)/γ e consequentemente o caso γ = 2 implica que cˆs2 = 0:
é um argumento que favorece o colapso. Assim, para ter uma velocidade do som nula, o modelo





Tµν + φ;µφ;ν + gµνV (φ)
]
, (6.5)




onde, usamos γ = 2 nas Eqs. (5.56)-(5.58) e zemos a redenição V (φ)→ −V (φ). O tensor de
momento-energia na Eq. (6.5) representa a matéria (bárions) e que se conserva separadamente.
Nesse caso o tensor de energia-momento para o campo escalar é dado por:
T φµν = φ;µφ;ν + gµνV (φ). (6.7)
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Assim, a energia e a densidade do campo escalar são dadas pelas seguintes expressões
ρφ = φ˙
2 + V (φ), (6.8)
pφ = −V (φ). (6.9)
Agora, vamos usar o resultado do exemplo do Gás de Chaplygin da seção 2.3 para xar φ˙ e
V (φ). Supondo que o campo escalar represente o Gás de Chaplygin generalizado, encontramos
a expressão (2.87) que pode ser reescrita da seguinte forma:
Ωc = Ωc0g(a)
1











→ V (φ), (6.11)
então podemos escrever:
ρφ = φ˙
2 + V (φ) = 3Ωc0g
1
1+α , (6.12)






g(a)1/(1+α) − A¯g(a)−α/(1+α), (6.14)
V (a) = 3Ωc0A¯g(a)
−α/(1+α). (6.15)


















Ψ = φ˙δ˙, (6.17)
Ψ = δφ e δ são denidas como nas Eqs. (5.61)-(5.62). Usamos agora o fator de escala como a
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Ψ = φ′δ′, (6.19)










g(a)1/(1+α) − A¯g(a)−α/(1+α), (6.21)












Nestas expressões, Ωc0 é o parâmetro da densidade para o modelo generalizado do gás de
Chaplygin, que obedece a condição Ωc0 + Ωm0 = 1 e g(a) e dado por (2.87).































Figura 6.1: bidimensional PDFs para o modelo escalar do Rastall com A¯ = 0.1, A¯ = 0.5 and A¯ = 0.9.
O modelo é testado usando os dados observacionais da amostra 2dFGRS. Impomos as condi-
ções iniciais como na seção 5.6. Temos dois parâmetros livres, α e Ωdm0 e xamos A¯. Quando
A¯ = 0.1, 0.5 e 0.9 o resultado é mostrado na gura 6.1, 2, 3. Temos uma região relevante no
espaço dos parâmetros Ωdm0 e α com uma alta densidade de probabilidade (PDF). Após a
marginalização, há um pico na densidade de probabilidade de próximo a α = −1. Para α livre
observamos dois plateau na PDF. O plateau correspondente ao valor positivo de α é mais baixo
que o plateau, correspondente ao valor negativo de α. Por Ωdm0 têm dois máximos de probabi-
lidades, um quando não tem componente da matéria escura e o outro quando a matéria escura
for o único componente além dos bárions. O segundo máximo é mais alto do que o primeiro.
Temos um mínimo na densidade de probabilidades próximo de Ωdm0 = 0.9.
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Figura 6.2: PDFs de uma dimensão para o parâmetro α do modelo escalar do Rastall com A¯ = 0.1; A¯ = 0.5
and A¯ = 0.9.
6.2 Conclusão
Um outro modelo foi introduzido baseado na versão do campo escalar da teoria de Rastall.
Para este caso, a velocidade do som pode ser nula, independentemente do termo potencial
escolhido. Para este campo escalar não-canônico, o modelo da quintessência não é favorecido.
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Figura 6.3: PDFs de uma dimensão para o parâmetro Ωdm0 do modelo escalar do Rastall com A¯ = 0.1;
A¯ = 0.5 and A¯ = 0.9.
Quando o parâmetro da densidade da matéria escura está livre, temos dois máximos, um para
um universo completamente preenchido pela matéria escura e o outro sem a matéria escura.
O modelo campo escalar permanece competitivo. Todos esses resultados são válidos mesmo
quando impomos desde o início a unicação da matéria escura/energia escura.
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Figura 6.4: PDFs de Dois e de uma dimensão que restringem α > −1 e que xam A¯ = 0, 5 para o modelo do
campo escalar do Rastall.
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Figura 6.5: PDFs bi e uni-dimensionais que restringem Ωdm0 = 0 para o modelo do campo escalar de Rastall.
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Capítulo 7
Evolução do potencial gravitacional na
teoria Rastall com campo escalar
Neste capítulo, introduzimos o campo escalar não-canônico de Rastall. Investigamos a evolução
do potencial gravitacional. Vamos mostrar que no caso em que o conteúdo energético for descrito
por um campo escalar não-canônico, o modelo só é consistente quando γ = 1.
7.1 Teoria de Rastall com campo escalar
Na teoria de Rastall um campo escalar φ é caracterizado pelo seguinte tensor da energia-
momento:
Tµν = φ,µφ,ν − 2− γ
2
gµνφ,αφ
,α + gµν(3− 2γ)V (φ) , (7.1)
onde γ é o mesmo parâmetro dos capítulos precedentes. Consideramos uma perturbação do
campo escalar da forma φ = φ0 + δφ e derivamos da Eq. (7.1), juntamente com Eqs. (2.57) e
(3.49), a expressão de fundo e à primeira ordem do tensor energia-momento.





+ (3− 2γ)V (φ0) , (7.2)
(0)T 0i = 0 , (7.3)









onde o ponto denota a derivada respeito a t, ρ e p são a densidade e a pressão do campo escalar,
respectivamente. As quantidades perturbadas têm a forma
δT 00 = δρ = γφ˙0 ˙δφ− γΦφ˙02 + (3− 2γ)V,φδφ , (7.5)
δT 0i = φ˙0δφ,i , (7.6)
δT ij = −δpδij =
[
(γ − 2)φ˙0 ˙δφ+ (2− γ)Φφ˙02 + (3− 2γ)V,φδφ
]
δij , (7.7)
onde , i denota a derivada espacial respeito à coordenada xi e V,φ := dV (φ)/dφ. A equação
modicada de Klein-Gordon tem a seguinte forma covariante:
φ;α




na qual parece mais claro que γ = 1 restaura o caso da relatividade geral. Inserindo outra vez
φ = φ0 + δφ na Eq. (7.8) e usando a métrica (2.57) e (3.49), resultando em:
γφ¨0 + 3Hφ˙0 + (3− 2γ)V,φ = 0 . (7.9)
Usando o tempo conforme dη = dt/a(t), podemos escrever
γφ′′0 + (3− γ)Hφ′0 + (3− 2γ)a2V,φ = 0 , (7.10)
onde a linha denota a derivação no que diz respeito ao tempo conforme e H := a′/a. A equação
modicada perturbada de Klein-Gordon tem a seguinte forma:
γδφ′′ + (3− γ)Hδφ′ −∇2δφ
−(3 + γ)φ′0Φ′ + 2(3− 2γ)a2V,φΦ + (3− 2γ)a2V,φφδφ = 0 , (7.11)
onde V,φφ := d
2V (φ)/dφ2.
7.2 Evolução do potencial gravitacional
Agora calculamos o tensor de Einstein da métrica perturbada (3.49) e o combinamos com o
tensor energia-momento perturbado em Eqs. (7.5)(7.7). Em particular, como antecipamos
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implicitamente ao escrever a métrica perturbada (3.49), desde que o δT ij ∝ δij temos somente
um potencial gravitacional. Consulte o capítulo 3 para mais detalhes onde escolhemos φ = ψ.
Obtemos:




′ + (3− 2γ)a2V,φδφ
]
, (7.12)
HΦ,i + Φ′,i = 4piGφ′0δφ,i , (7.13)
Φ′′ + 3HΦ′ + (2H′ +H2)Φ+ (2− γ) (H2 −H′)Φ =
4piG
[
(2− γ)φ′0δφ′ − (3− 2γ)a2V,φδφ
]
, (7.14)
onde igualmente usamos a relação do fundo 4piGφ20 = H2−H′. Agora reduzimos o sistema acima
de duas maneiras diferentes que, contudo, dão resultados diferentes a menos que escolhamos
γ = 1. Usamos uma decomposição em modo normal. A Eq. (7.13) pode assim ser escrita
como HΦ+Φ′ = 4piGφ′0δφ e ∇2 = −k2. Agora, se somamos ou subtraímos a primeira equação
com o terceira, usando HΦ + Φ′ = 4piGφ′0δφ, a m de eliminar δφ e a equação de movimento
(7.10), a m de eliminar φ′′0 obtemos:
Φ′′ + 3HΦ′ + (2H′ +H2)Φ =
2− γ
γ
[−k2Φ− 3H (HΦ+ Φ′)]− 2V,φa2
γφ′0
(3− 2γ) (HΦ + Φ′) , (7.15)






(3− 2γ) (HΦ + Φ′) . (7.16)
Estas equações podem ser idênticas somente se γ = 1, que é o limite da relatividade geral
da teoria de Rastall. Realmente, estas equações poderiam ser igualmente consistentes quando
k = 0. Voltando às equações de Einstein, antes da decomposição em modos normais, k = 0
signicaria ∇2Φ = 0, que implica que Φ deve ser um campo homogêneo, isto é Φ = Φ(η).
Note que toda a dependência linear espacial para Φ seria inaceitável pois o campo divergiria
no innito. Mas se Φ é homogêneo, não estamos investigando perturbações reais. De fato, é
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suciente na métrica (3.49) redenir o tempo e o fator de escala como segue:
dt¯2 = [1 + 2Φ(t)]dt2 , a¯2(t) = a2(t)[1− 2Φ(t)] , (7.17)
e obtemos outra vez a métrica FLRW no referencial usual, com t¯ o tempo cósmico. Conse-
quentemente concluímos que uma teoria de perturbação no calibre newtoniano é consistente
somente para γ = 1.
7.3 O papel de uma componente tipo uido
O resultado encontrado na seção precedente parece ser diferente se introduzimos uma outra
componente junto com o campo escalar de Rastall. Consideramos um uido perfeito com
equação de estado p = ωρ. Escrevemos seu (isto é, fundo mais perturbado) tensor total de
energia-momento como segue:
T 00 = ρ(1 + δ) , (7.18)
T 0i = −ρ(1 + w)vi , (7.19)
T ij = −(p + δp)δij , (7.20)
onde δ := δρ/ρ é o contraste usual da densidade, δρ é a perturbação da densidade, δp é a pressão




s = ω. Usando
outra vez a decomposição em modo normal, reescrevemos o sistema de equações de Einstein,
como segue:
− k2Φ− 3H (HΦ+ Φ′) + γ (H2 −H′)Φ = 4piGa2δρφ + 4piGa2δρ , (7.21)
k (HΦ + Φ′) = 4piGkφ′0δφ+ 4piGρ(1 + ω)v , (7.22)











(2− γ)φ′0δφ′ − (3− 2γ)V,φδφ , (7.25)
v é o potencial da velocidade denido por vi = −v,i/k. Com as variáveis uidas e a relação
δp = c2sδρ temos um total de quatro funções desconhecidas (Φ, δφ, δρ, v), mas somente 3 equa-
ções. Consequentemente, é impossível obter outra vez uma limitação tão forte quanto γ = 1.
Investigamos alguns detalhes do sistema acoplado do uido mais o campo escalar de Rastall.
Multiplicando Eq. (7.21) por 2− γ, Eq. (7.23) por γ e subtraindo as duas, obtemos:
γΦ′′ + 6HΦ′ + 6H2Φ− 2γ (H2 −H′)Φ + (2− γ)k2Φ =
−8piGa2(3− 2γ)V,φδφ+ 4piGa2
(
γc2s + γ − 2
)
δρ . (7.26)
Desta equação, eliminamos δφ com a ajuda de Eq. (7.22), obtemos então














γc2s + γ − 2
)
δ , (7.27)
onde usamos V,φ = V
′/φ′. Supomos agora que o uido satisfaz sua própria conservação, ou seja,
seu tensor energia-momento é conservado separadamente, a m de obter mais uma equação
necessária para resolver o sistema. De T µν;µ = 0, para o componente do uido somente,
obtemos:
δ′ = −(1 + ω)(kv − 3Φ′) , (7.28)




δ + kΦ . (7.29)















A m de simplicar a Eq. (7.27), suponhamos que o potencial é uma constante, i.e. V ′ = 0.
Consequentemente, está fazendo o papel de uma constante cosmológica ecaz. Se o potencial
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for uma constante, voltando a equação de Klein-Gordon (7.10) isso conduz a:
φ′0 = u0a
−(3−γ)/γ , (7.31)















Finalmente, trocando o tempo conforme para o fator de escala, escrevemos o sistema acoplado























γc2s + γ − 2
)
δ , (7.34)








(1− 3ω)v + kc
2
s
(1 + ω)Haδ +
k
HaΦ , (7.36)
onde o índice a denota a derivação respeito ao fator de escala. Começamos a evolução com
ai = 10
−3
e escolhemos como condições iniciais Φ′i = vi = 0, Φi = −δi = −1. Com a escolha
ω = 0 e γ = 2, pelas Eqs. (7.32) e (7.34) reproduzimos a mesma dinâmica do modelo ΛCDM.
É curioso que isso parece acontecer somente quando um uido padrão é adicionado ao campo
escalar de Rastall. Nas Figura7.1 e 7.2 traçamos a evolução de Φ e δ por ω = 0 e Ω0 = 0.04. Isto
é, estamos supor que o uido perfeito considerado é uma componente do bariônica. Igualmente
escolhemos uma escala k = 10−3 h Mpc−1.
Para γ > 2, o crescimento do contraste da densidade do componente uido está aumentando.
Isto é provavelmente devido ao fato que cˆ2s se torna negativo e consequentemente o colapso do
campo escalar é livre. Para γ < 2 o crescimento de δ é apreciavelmente obstruído . É curioso
observar na Figura7.2 como o potencial gravitacional diminui mais para γ = 1, 5 do que para
γ = 1. Teríamos que esperar o contrário, visto que para γ = 1 a velocidade do som é cˆ2s = 1,
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Figura 7.1: Evolução de Φ e δ por ω = 0 e Ω0 = 0.04. As linhas pretas representam o caso
γ = 2, i.e. o ΛCDM . As linhas vermelhas correspondem a γ = 1.9 considerando que azuis a
γ = 2.05. Escolhemos uma escala k = 10−3 h Mpc−1.


















Figura 7.2: Evolução de Φ e δ por ω = 0 e Ω0 = 0.04. As linhas pretas representam o caso
γ = 2, i.e. o ΛCDM. As linhas vermelhas correspondem a γ = 1.5 considerando que azuis a
γ = 1. Escolhemos uma escala k = 10−3 h Mpc−1.
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enquanto que para γ = 3/2 de velocidade de som é cˆ2s = 1/3, isto é, menor. Note que tal
discrepância não está reetida na gura para δ, isto é, o crescimento para γ = 1, 5 é maior
que para γ = 1. Consequentemente, tal efeito é provavelmente devido à evolução diferente
do fundo. Para a integralidade, indicamos aqui igualmente a evolução de δφ := δρφ/ρφ, que
pode facilmente ser calculada da Eq. (7.21), uma vez que conhecemos Φ e δ. Os resultados são
traçados em Figura7.3.








Figura 7.3: Evolução de δφ por ω = 0 e Ω0 = 0.04. De cima para baixo: γ = 2.05, 2, 1.9, 1.5, 1.
Escolhemos uma escala k = 10−3 h Mpc−1.
7.4 Conclusão
A formulação escalar da teoria de Rastall da gravidade pode permitir uma unicação consistente
da matéria escura e da energia escura para a evolução do fundo do universo. Mostramos neste
capítulo que, por outro lado, sua versão de uma única componente (campo escalar não-canônico
de Rastall) é perturbativamente incompatível: a compatibilidade das equações perturbadas
exige um potencial gravitacional homogêneo, que seria equivalente a uma redenição das funções
do fundo e não às perturbaçoes reais. A teoria escalar de Rastall pode admitir um cenário
perturbativo consistente se um outro componente uido (canônico) é adicionado.
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Para um modelo de dois uidos, avaliamos numericamente o comportamento do potencial
gravitacional e do contraste da densidade para o componente do campo escalar. Para alguns
casos, como γ ∼ 1, 5, um comportamento é muito similar àquele obtido no exemplo da relativi-
dade geral com um campo da quintessência. Embora isto não represente um estudo exaustivo
do modelo de dois componentes de Rastall, os resultados relatados aqui indicam que os cenários




Cosmologia de Rastall e o modelo ΛCDM
Introduzimos um modelo de dois uidos, uma componente que representa a energia do vácuo
e a outra a matéria sem pressão (por exemplo bárions mais a matéria escura fria). O cenário
cosmológico é o mesmo para o modelo de ΛCDM, no fundo e a níveis perturbativos lineares, à
exceção de um aspecto: agora a energia escura pode aglomerar-se. Especulamos que isso pode
conduzir a uma possibilidade de distinguir os modelos a nível perturbativo não-linear.
8.1 Cosmologia de Rastall
A m de construir a cosmologia de Rastall dominada para a fase da matéria, tomando em con-
sideração a presente fase de aceleração do universo, consideramos um modelo de dois uidos.
O primeiro componente é uma matéria sem pressão (matéria escura fria mais bárions) com
densidade ρm enquanto que o segundo obedece a equação de estado do vácuo px = −ρx. Um
índice m denotará as quantidades relativas ao componente da matéria e um índice x denotará
a energia escura. Para que estruturas se formem através dos processos de instabilidade gravita-
cional, o tensor energia-momento da matéria deve ser conservado separadamente, ao contrário
desenvolveria uma pressão efetiva, e a aglomeração não ocorreria, à exceção para escalas muito













m + T x)
]
, (8.1)












;ν , T µνx;µ =
γ − 1
2
[(1− ηm)Tm + (1− ηx)Tx];ν . (8.3)










ρ˙m + 3Hρm =
γ − 1
2




[(1− ηm)ρ˙m + 4(1− ηx)ρ˙x] . (8.6)














ηm + 2(γ − 1)(ηx − ηm)







1 + 2(γ − 1)(ηx − 1) ρ˙m . (8.9)
Temos as seguintes soluções para as densidades:
ρm = ρm0a
−3(1+ωe) ,
ωe ≡ γ − 1
2
ηm + 2(γ − 1)(ηx − ηm)








1 + 2(γ − 1)(ηx − 1)ρm , (8.10)
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onde ρ¯ é uma constante integração e introduzimos ωe como uma equação de estado efetiva.








(γ − 1) [(3− 2γ) (1− ηm)− 1− 2(γ − 1)(ηx − 1)]





a qual descreveria a mesma evolução do fundo que no modelo ΛCDM com ρ¯ como uma constante
cosmológica efetiva, se a matéria não tivesse agora uma evolução diferente, γ, ηm e ηx. A
equação (8.10) prevê um desvio da dependência usual do componente da matéria em relação ao
fator de escala, este desvio é dado pelo parâmetro ωe. No modelo cosmológico padrão, ωe = 0.
Pode-se avaliar o desvio do modelo padrão previsto pela cosmologia de Rastall, usando dados
da supernova do tipo Ia, por exemplo a amostra Union2 [98]. Os resultados indicam que o
melhor ajuste ocorre para ωe ∼ 0, 1. Isso é muito próximo ao resultado padrão e sugere γ ∼ 1
ou ωe ∼ 0. A primeira opção conduz à relatividade geral padrão. Supomos que γ 6= 1 e que
ωe = 0. Uma avaliação melhor pode ser obtida usando a formação de estruturas. Seguindo a
referência [84], vemos que a modicação da equação de estado induzida pela teoria de Rastall a
nível do fundo, do ponto de vista da relatividade geral, é pm = ωeρm, e esta relação é mantida no
nível perturbativo linear, isto é δpm ≈ ωeδρm (usamos o sinal aproximado pois em [84] o modelo
considerado contém um unico uido). A interpretação da matéria escura fria implica ωe = 0,
enquanto a da matéria escura morna poderia conduzir a ωe > 0 ( admitimos que o cenário
quente da matéria escura está excluída por observações). Sugerido por estas observações,
podemos xar ωe = 0. É notável que mesmo se γ é distante de 1, o fundo cosmológico da
teoria de Rastall pode conduzir aos mesmos resultados físicos do modelo de ΛCDM. Com tal
m, consideremos ωe = 0, sendo que a única solução independente de γ é
ηx = ηm = 0 . (8.12)
Os valores acima para ηx e ηm conduzem a um exemplo particular mas interessante da teoria de
Rastall. O ajuste acima garante que o tensor de energia-momento da matéria está conservado
no sentido usual, isto é.
T µνm;µ = 0 . (8.13)
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8.2 Pequenas perturbações
Os uidos são representados pelos seguintes tensores de energia-momento:




x − pxgµν , (8.14)




m − pmgµν . (8.15)
Impomos pm = 0 e px = −ρx. A escolha do referencial síncrono implica δu0 = 0, mas δui é uma
variável dinâmica. Há de fato duas 4-velocidades, uma associada a componente x, a outra à
matéria. A perturbação na 4-velocidade do uido de matéria pode ser feito nulo. Usando este

















(1 + ωx)δρx =
γ − 1
2
[(1− 3ωx)δρ˙x + δρ˙m] , (8.18)
(1 + ωx)ρ˙xδu












(1− 3ωx)∂iδρx + ∂iδρm
]
. (8.19)
Nestas expressões usamos as denições:
h ≡ hkk
a2
, ωx ≡ px
ρx
, δx ≡ δρx
ρx
, δm ≡ δρm
ρm
, Θ ≡ ∂iδui , (8.20)

















Essas equações conduzem à relação:
δρx =
γ − 1
2(3− 2γ)δρm . (8.23)




δm − 4piGρmδm = 0 . (8.24)
Mas essa é a mesma equação para a perturbação da matéria no modelo ΛCDM. Na verdade,
há uma diferença: agora há uma perturbação no termo cosmológico ρx.










Recentemente (isto é para a → ∞), δx deve tornar-se insignicante, e uma equivalência com-
pleta entre Rastall e o modelo de ΛCDM é esperada no fundo e no nível linear das perturbações.
Por outro lado, no passado (isto é para a → 0), temos δx ∼ δm e consequentemente a energia
escura pode em princípio aglomerar-se. Isso pode ter consequências para o processo da forma-
ção da estrutura porque devemos esperar que uma quantidade de energia escura aglomerada
esteja presente em sistemas maiores, como halos de galáxias e aglomerados de galáxias. Con-
sequentemente, uma possibilidade a discriminar entre os dois modelos poderia ser um efeito
integrado Sachs-Wolfe [17] que afetasse o espectro da anisotropia da radiação cósmica do fundo
de maneira diferente.
8.2.1 Calibre newtoniano
Passamos do calibre síncrono ao newtoniano conforme, que parece ser mais apropriado para o
estudo do potencial gravitacional. Para cada componente uido calculamos as perturbações da
















iΦ = 0 , (8.26)
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onde a linha denota a derivação em relação ao tempo conforme. Para o componente x, temos





















∂i [δρm + δρx − 3δpx] . (8.28)
As equações de Einstein são:
− k2Φ− 3H (HΦ+ Φ′) = 4piGa2
[
δρm + δρx − γ − 1
2
(δρm + δρx − 3δpx)
]
, (8.29)





(δρm + δρx − 3δpx)
]
. (8.30)
Agora supomos, como antes, px = −ρx (que signica ωx = −1), que implica δpx = −δρx porque














2(3− 2γ)δρm , (8.32)
i.e. a perturbação no uido δρm é proporcional às perturbações na matéria: a mesma relação
encontrada usando a condição coordenada síncrono. Recuperamos o limite correto de ΛCDM
quando γ = 1.

























Φ = 0 . (8.34)
Essas equações são idênticas às respectivas para o modelo de ΛCDM (note que o fundo é
igualmente o mesmo). Em particular, conrmamos que as perturbações da matéria não são
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afetadas pelo uido x (com ωx = −1), mesmo se o último aglomerar-se.
8.3 Regime não-linear
Seguindo a referência [99] para o tratamento da segunda ordem das perturbações cosmológicas,
considere as Eqs. (4.15)(4.17) para a componente x do nosso modelo em calibre newtoniano
(isso é, com o coeciente métrico B nulo), com pressão anisotrópica nula e px = −ρx. Temos:
(2)T 0x 0 = δρ
(2)
x ,
(2)T 0x i = 0 ,
(2)T ix0 = 0 ,
(2)T ixj = −δp(2)x δij , (8.35)
onde o índice (·) refere-se a ordem perturbativa . Além disso, o traço na segundo ordem tem a
seguinte formula:
(2)Tx =
(2) T 0x 0 +
(2) T kx k = δρ
(2)
x − 3δp(2)x = 4δρ(2)x . (8.36)
Por outro lado, para o componente da matéria temos pm = 0. Daqui as Eqs. (4,15), (4,17)
de [99] tornam-se:







(1)k , (2)T imj = −2ρ(0)m v(1)k v(1)k , (8.37)
onde o v
(1)




(2)T kmk = δρ
(2)
m . (8.38)
Considere agora a equação
T µx ν ;µ =
γ − 1
2
(Tx + Tm),ν , (8.39)
na segunda ordem:
∂µ
(2)T µx ν +
(0)Γµµρ
(2)T ρx ν +
(1)Γµµρ
(1)T ρx ν +
(2)Γµµρ
(0)T ρx ν










Fazendo ν = 0, e tomando em consideração os valores não nulos das perturbações, obtemos:
∂0
(2)T 0x 0 +
(0)Γµµ0
(2)T 0x 0 +
(1)Γµµ0
(1)T 0x 0 +
(2)Γµµ0
(0)T 0x 0











(2)T µx ρ =
(0)Γ000







(2)T 0x 0 +












Daqui, o segundo termo na primeira linha da Eq. (8.41) anula-se com o primeiro termo da
segunda linha. Da mesma forma, o terceiro e quarto termos da primeira linha anulam-se com










e recuperamos, a menos de uma constante da integração, Eq. (8.32). Consequentemente, parece
que no modelo cosmológico do tipo Rastall investigado aqui, a evolução da perturbação no uido
x segue aquela da matéria até o regime perturbativo da segunda ordem.
Contudo, no regime não-linear devemos esperar algumas diferenças entre o modelo de Rastall
e o ΛCDM. Isto porque temos agora dois componentes aglomerando-se e interagindo gravitaci-
onalmente, então afetando de uma certa maneira, talvez detectável, o crescimento da estrutura.
Tal análise é além do alcance do trabalho atual, não obstante podemos discutir algumas diferen-
ças entre o nosso modelo tipo Rastall e o ΛCDM, considerando o exemplo simples do colapso
esférico. Suponhamos seguir o crescimento de uma inomogeneidade no passado, quando o
universo se comportava como um Einstein-de Sitter, isto é, os efeitos de uma constante cosmo-
lógica eram insignicantes. Seguindo a referência [100], o crescimento de uma região homogênea














onde ai é o fator de escala em algum instante ti em que o colapso começa e Ωp = 1 + δ é o
parâmetro da densidade da região em que há colapso, determinado pelo contraste de densidade
do uido nele contido. Aqui entra a diferença relevante. Para o modelo ΛCDM, o único
componente que colapsa é matéria e, consequentemente, Ωp = 1 + δm. Por outro lado, na
teoria de Rastall apresentamos, um uido desconhecido x com uma equação de estado do vácuo
igualmente pode aglomerar-se. Por este motivo, o parâmetro :







Considerando agora a Eq. (8.10) com ηm = ηx = 0, e negligenciando a contribuição de ρ¯,
podemos escrever
Ωp = 1 +
2(3− 2γ)
5− 3γ δm +
γ − 1
5− 3γ δx . (8.47)
Para ΛCDM temos Ωp(ti) = 1 + δm(ti), enquanto que no modelo de Rastall temos um grau de
liberdade a mais, devido à condição inicial em δx(ti). Assim, em princípio, pode-se construir
a mesma história de colapso que no modelo ΛCDM, mas com uma quantidade diferente de
matéria, dependendo do valor de γ.
8.4 Conclusão
Podemos concluir que a cosmologia de Rastall é essencialmente equivalente a do ΛCDM, à
exceção de um aspecto: a energia do vácuo pode aglomerar-se. Se este é o caso, dois efeitos
poderiam diferenciar-se entre os dois modelos: efeitos não-lineares no espectro de potência da
matéria e na função de transferência para perturbações cosmológicas. A energia do vácuo é
insignicante no passado, daqui o impacto das suas utuações na evolução das perturbações
nos períodos primordiais da evolução do universo não pode ser relevante. Contudo, de acordo
com o cenário descrito acima, a energia escura está obrigatoriamente presente em sistemas,
como galáxias e aglomerados de galáxias, e o efeito da aglomeração da energia escura deve
ser relevante neste nível. Consequentemente, a cosmologia de Rastall e o modelo de ΛCDM




Nesta tese, discutimos brevemente as noções básicas da relatividade geral, zemos uma in-
trodução ao modelo cosmológico padrão, falamos sobre a matéria escura e da energia escura,
incluindo ao nal as evidências da suas existências. Apresentamos os princípios da teoria das
perturbações lineares cosmológicas. Testamos a teoria de Rastall usando os dados observaci-
onais do espectro de potência. Isto implica um estudo perturbativo. Utilizamos a técnica da
teoria de perturbação do calibre síncrono para analisar questões ligadas com a formação de
estrutura e a estabilidade nessa teoria. Observamos principalmente que a teoria se comporta,
a nível perturbativo como a relatividade geral mas com uma equação de estado efetiva. Em
particular, se o uido tem uma equação de estado efetiva necessária para induzir a expansão
acelerada do universo, ele apresentará uma velocidade do som adiabática efetiva cujo o qua-
drado é negativo. Então o resultado do cenário apresentará oscilações e instabilidades. Além
disso, a m de comparar as previsões teóricas da teoria de Rastall com os dados do espectro de
potência, parece inevitável introduzir um modelo de dois uidos. Isto representa um problema
na teoria de Rastall original. Uma maneira possível é considerar um uido que obedece à lei de
conservação da teoria de Rastall, com outra que se conserve separadamente de maneira usual.
Isto pode ser justicado se o uido anterior for de fato um campo, como um campo escalar, que
obedeça a uma equação modicada de Klein-Gordon. De fato, se ambos os uidos têm uma
representação hidrodinâmica, o espectro de potência prevê γ = 1 como foi descrito neste tra-
balho - isto é, a teoria reduz-se à relatividade geral. Se o uido de Rastall é um campo escalar,
a situação é mais complexa, e mesmo se γ = 1 for sempre favorecido, há outras possibilidades
que aparecem. O ponto interessante sobre este modelo é que o campo escalar de interação de
110
Rastall pode ter um comportamento de quartessência da pressão nula ao nível perturbativo
quando γ = 2, então a análise perturbativa pretende dar mais informações a respeito da for-
mação de estrutura nestas teorias, vericando sua estabilidade ao mesmo tempo. Investigamos
o caso especial de modelos de quartessência o modelo do gás de Chaplygin generalizado nesse
caso não têm problema para os valores negativos de α.
Investigamos a evolução do potencial gravitacional nas teorias de campo escalar de Rastall.
No modelo de única componente, uma teoria de perturbação consistente formulada no calibre
newtoniano é possível somente para γ = 1, que é o limite da relatividade geral. Por outro lado,
a adição de outra componente de uido canônico permite considerar o caso γ 6= 1. Introduzimos
um modelo do dois uidos, uma componente que representa a energia do vácuo visto que a outra
matéria sem pressão (por exemplo bárions mais a matéria escura fria), o cenário cosmológico é
a mesma que para o modelo de ΛCDM, no fundo e nos níveis perturbativos lineares, à exceção
de um aspecto: agora a energia escura pode aglomerar-se. Especulamos que este pode conduzir
a uma possibilidade de distinguir os modelos no nível perturbativo não-linear.
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